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PRÉFACE 


Pendant  l'année  scolaire  1891-1892,  j'ai  fait  aux  élèves  de 
troisième  année  de  l'Ecole  Normale  quelques  conférences  sur 
l'Arithmétique  et  l'Algèbre.  Je  n'avais  nullement  l'intention 
d'exposer  d'une  manière  dogmatique  des  parties  de  la  science 
qui,  sans  doute,  m'ont  toujours  vivement  intéressé,  mais  que 
je  n'ai  point  étudiées  d'une  façon  particulière  ;  je  voulais  seule- 
ment diriger  la  curiosité  de  mes  auditeurs  vers  des  problèmes 
qui  sont  parmi  les  plus  beaux  de  ceux  que  posent  lesmathéma- 
ques  et  des  méthodes  qui  ont  été  trouvées  ou  perfectionnées  par 
des  hommes  d'un  génie  singulièrement  rare  et  pénétrant.  Les 
progrès  incessants  de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie  ne  doiventfaire 
oublier  ni  ces  problèmes,  ni  ces  méthodes.  On  sait  assez,  d'ail- 
leurs, que  les  diverses  branches  des  Mathématiques  ne  sont 
pas  indépendantes  et  que  ces  propriétés  du  nombre  entier,  qui 
sont  l'objet  propre  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre,  intervien- 
nent dans  bien  des  questions  posées  par  l'Analyse.  Il  faut  se 
rappeler  enfin  que  l'enseignement  des  parties  les  plus  élémen- 
taires de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre,  de  ces  parties  que  l'on 
enseigne  dans  les  lycées,  suppose  chez  le  professeur,  s'il  veut 
réellement  dominer  son  sujet,  au  moins  quelques  vues  sur  les 
parties  plus  élevées  de  la  science.  Mon  intention  était  simple- 
ment d'engager  mes  auditeurs  à  regarder  de  ce  côté-là. 
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Dans  les  rares  conférences  qno  l'on  peut  dérober  à  la  prépa- 
ration des  examens,  il  est  très  agréable  d'enseigner  ainsi,  sans 
appareil  logique,  sans  plan  bien  systématique,  et  dans  une 
sorte  de  conversation.  Les  auditeurs  s'y  prêtent  volontiers,  et 
l'on  sent  assez  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  tout  dire,  de  déve- 
lopper à  tout  propos  ;  on  peut  supprimer  ici  et  là,  ici,  parce  que 
c'est  trop  facile,  là,  parce  qu'on  serait  entraîné  trop  loin,  dans 
des  régions  môme  que  lé  maître,  qui  n'a  nulle  raison  pour  s'en 
cacher,  connaît  mal  et  où  il  risquerait  de  s'égarer. 

En  Arithmétique,  je  me  suis  borné  à  expliquer  sommaire- 
ment la  théorie  des  restes  quadratiques  et  à  ébaucher  la  divi- 
sion du  cercle  ;  en  Algèbre,  je  n'ai  guère  parlé  que  des  équa- 
tions abéliennes,  en  donnant  parfois  quelques  indications  sur 
d'autres  sujets. 

11  y  avait  cette  année-là,  à  l'Ecole,  deux  élèves  qui  sont  cer- 
tainement parmi  les  plus  distingués  de  ceux  que  j'ai  eu  l'hon- 
neur et  la  joie  d'y  rencontrer  ;  ils  étaient  venus  des  deux  extré- 
mités de  la  France^  aussi  différents  qu'il  est  possible  par  la  race 
et  le  tempérament  ;  ils  s'y  sont  liés  d'une  amitié  qui  durera 
sans  doute  toute  leur  vie.  M.  Borel  est  déjà  connu  par  de  rares 
succès  scolaires,  par  une  thèse  remarquable,  qu'il  vient  de  sou- 
tenir, et  par  quelques  autres  travaux.  Sa  place  est  assurément 
marquée  parmi  les  mathématiciens  qui  feront  honneur  à  notre 
pays. 

Je  crois  bien  que  M.  Drach  ne  tardera  pas,  lui  aussi,  à 
prendre  une  pareille  place.  Il  a  déjà  acquis  de  nombreuses 
connaissances,  dans  des  domaines  variés  ;  il  est  de  ceux  qui 
se  préoccupent  avant  tout  du  fond  des  choses,  qui  restent  mé- 
contents et  inquiets  tant  qu'ils  n'ont  pas  atteint  le  roc.  Cette 
tendance  philosophique  de  l'esprit  est  un  danger  quand  elle  tra- 
vaille à  vide,  qu'elle  n'est  pas  accompagnée  de  la  connaissance 
des  faits,  et  qu'elle  engendre  le  mépris  des  vérités  particulières, 
matériaux  essentiels  de  la  science  ;  c'est  elle  seule,  malgré  tout, 
qui  préside  à  l'arrangement  de  ces  matériaux. 
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Quoi  qu'il  en  soit,  mes  conversations  sur  rArithmctique 
et  l'Algèbre  intéressèrent  INI.  Borel  et  M.  Drach,  et  quelques 
autres  aussi,  j'ose  l'espérer  ;  mais  je  fus  quelque  peu  étonné 
lorsque  ces  deux  jeunes  gens  vinrent  me  proposer  de  les 
rédiger  et  de  les  publier  ;  j'eus  beau  leur  représenter  tout  ce 
qu'elles  avaient  d'incomplet  et  de  décousu  :  ils  s'offrirent  si 
obligeamment  à  les  compléter  et  à  les  recoudre,  ils  insistèrent 
d'une  façon  si  flatteuse  et  si  affectueuse,  que  je  me  résolus,  sans 
y  réfléchir  davantage,  à  les  laisser  faire.  Ils  se  mirent  donc  à 
la  besogne,  travaillant  ensemble,  s'aidant  et  se  critiquant  l'un 
l'autre  :  M.  Borel  se  chargea  plus  particulièrement  de  l'Arith- 
métique et  M.  Drach  de  l'Algèbre. 

J'avais  entièrement  atteint  mon  but  qui  était,  non  d'ensei- 
ger,  mais  de  faire  apprendre.  Il  était  très  naturel  que,  dans 
ces  conditions,  ce  que  j'avais  enseigné  disparût  quelque  peu  : 
c'est  ce  qui  est  arrivé,  beaucoup  plus  que  n'ont  voulu  se  l'avouer, 
tout  d'abord,  les  auteurs  de  ce  Livre.  Sans  doute,  j'ai, depuis,  suivi 
leur  travail,  je  l'ai  parfois  critiqué,  et  j'ai,  par  mes  objections, 
contribué  à  éclaircir  les  idées  de  mes  jeunes  camarades.  Mais 
j'étais  engagé  dans  d'autres  publications,  et  je  n'ai  pu  consacrer 
à  celle-ci  tout  le  temps  que  j'aurais  voulu  :  il  vaut  mieux  qu'il 
en  ait  été  ainsi  :  ce  Livre  en  aura  plus  d'unité,  et,  qu'on  me 
permette  de  le  dire,  plus  de  hardiesse. 

M.  Borel  me  reprocherait  assurément  de  ne  pas  dire  que,  en 
parlant  ainsi,  c'est  à  M.  Drach  que  je  pense  :  c'est  ce  dernier  qui 
avait  assumé  la  plus  lourde  tâche,  c'est  lui  surtout  qui  a  fait  œuvre 
personnelle.  C'est  à  peine  si,  dans  mes  conférences,  j'avais  sou- 
levé la  question  de  la  nature  des  nombres  algébriques^  c'est-à- 
dire  des  racines  d'une  équation  algébrique  eutière  à  coefflcients 
entiers,  c'est  à  peine  si  j'avais  indiqué  comment,  par  l'emploi 
des  congruences  et  des  systèmes  de  modules,  Kronecker  avait 
pu  fonder  l'exposition  de  l'Algèbre  sur  une  base  purement  arith- 
métique, et  comment,  à  un  point  de  vue  tout  autre,  on  pouvait 
regarder  l'Algèbre,  non  comme  un  prolongement  de  l'Arithmé- 
tique, mais  comme  une  partie  de  l'Analyse,  le  nombre  algé- 
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brique  n'étant  qu'un  cas  particulier,  nettement  défini  d'ailleurs, 
de  l'irrationnelle  générale.  Mais  il  suffisait  d'esquisser  le  pro- 
blème pour  que  M.  Drach  s'y  attachât,  et  le  dernier  point  de 
vue,  si  parfaitement  légitime  qu'il  soit,  ne  pouvait  manquer 
de  choquer  un  esprit  aussi  philosophique  que  le  sien,  par  la 
façon  dont  on  y  fait  appel  à  des  éléments  transcendants,  bien 
éloignés  de  ce  nombre  entier,  dont  il  semble  que  la  considéra- 
tion doive  suffire  à  la  construction  de  l'Arithmétique  et  de  l'Al- 
gèbre. 

Le  mode  d'exposition  auquel  il  a  été  amené  par  le  désir  de 
réduire  à  ce  qui  est  indispensable  la  construction  de  l'Arithmé- 
tique et  de  l'Algèbre  consiste  essentiellement  à  regarder  les 
nombres  algébriques,  aussi  bien  que  les  nombres  entiers  posi- 
tifs ou  négatifs  et  les  nombres  rationnels,  comme  des  signes  ou 
symboles,  entièrement  définis  par  un  petit  nombre  de  propriétés 
posées  a  ^^^'i  relativement  à  deux  de  leurs  modes  de  compo- 
sition. ^< 

On  part  ainsi  d'hypothèses  bien  déterminées  qui  n'impliquent 
point  de  contradiction,  comme  le  montre  l'étude  de  leurs  consé- 
quences. Cette  étude  conduit  à  quelques-uns  des  résultats  que 
l'on  doità  Kronecker,  résultats  que  l'on  peut  résumer  en  disant 
que  le  calcul  dans  lequel  interviennent  des  nombres  algébriques 
est  identique  à  un  calcul  de  polynômes  à  une  variable,  à  coeffi- 
cients entiers,  dans  lequel  on  néglige  les  multiples  d'un  poly- 
nôme déterminé.  L'établissement  de  cette  proposition,  en  par- 
tant des  éléments,  fait  l'objet  du  chapitre  III  ;  la  nécessité  de 
donner  des  règles  pratiques  pour  effectuer  le  calcul  dans  un 
domaine  algébrique  amène,  dans  le  chapitre  IV,  à  exposer  d'une 
manière  nouvelle  la  théorie  célèbre  créée  par  Galois.  C'est 
dans  cette  théorie  que  Ton  doit  d'ailleurs  chercher  le  vôrita^fe 
fondement  de  l'Algèbre,  telle  que  l'auteur  l'a  comprise,  et  la 
justification  du  mode  de  construction  qu'il  a  adopté. 

Il  est  à  peine  utile  d'ajouter  que  ce  mode  de  construction  est 
purement  logique,  c'est-à-dire  indépendant  de  toute  notion 
expérimentale  et  en  particulier  de  la  notion  de  grandeur.  Les 
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résultats  acquis  présentent  néanmoins,  au  point  de  vue  pratique, 
un  certain  intérêt  :  comme  l'explique  M.  Drach,  «  il  existe,  en 
elFet,  des  éléments  géométriques,  mécaniques  ou  physiques  tels 
que  Ton  puisse  établir  une  correspondance  univoque  et  réci- 
proque entre  ces  éléments  et  les  symboles  considérés  ou  une 
partie  d'entre  eux,  ces  éléments  se  composant  d'ailleurs  avec 
eux-mêmes  de  la  môme  manière  que  les  symboles  correspon- 
dants », 

Lorsque  M.  Drach  m'écrivit  pour  la  première  fois  sur  les 
sujets  qui  précèdent,  au  commencement  de  l'an  dernier,  j'eus 
tout  d'abord,  je  l'avoue,  quelque  crainte  à  le  voir  jongler  ainsi 
avec  des  symboles  qui  me  semblaient  vides  de  tout  contenu  ; 
je  me  suis  persuadé,  en  y  réfléchissant,  qu'il  y  avait  surtout, 
dans  cette  crainte,  des  habitudes  d'esprit  dont  je  ne  parvenais 
pas  à  me  défaire^  et  que,  en  réalité,  elle  était  peu  fondée. 

Ce  qui  précède  suffira,  je  l'espère,  à  convaincre  le  lecteur  que 
si  ce  livre  a  quelque  valeur,  c'est  à  M.  Borel  et  à  M.  Drach 
qu'il  faut  en  reporter  le  mérite  :  c'est  malgré  eux  que  je  le  dis, 
mais  je  dois  au  lecteur  la  vérité.  Si  d'ailleurs,  comme  ils  le 
croient,  j'ai  réellement  contribué  à  leur  inspirer  le  goût  de  la 
science,  cela  me  suffit  amplement. 

Paris,  le  16  juillet  1894. 

Jules  TANNERY. 
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CHAPITRE   PREMIER 
PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES     CONGRUENCES 


I.  —  Définitions  et  propriétés  élémentaires. 

1.  On  dit  que  deux  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  a  et  6 
sont  congrus  suivant  le  module  positif  m,  lorsque  la  différence 
a  —  6     est  divisible  par  m  ;  c'est-à-dire  lorsque  l'on  a 

a  ^=  h  -i-mq, 

q  étant  un  nombre  entier  (positif  ou  négatif).  Si  a  et  6  étaient 
positifs  et  b  inférieur  à  m,  cette  égalité  exprimerait  que  b  est  le 
reste  de  la  division  de  a  par  m.  Nous  conviendrons  de  dire,  dans 
tous  les  cas,  que  a  et  6  sont  restes  ou  résidus  l'un  de  l'autre  par 
rapport  au  module  m. 

D'après  cette  définition,  un  nombre  a  a  une  infinité  de  résidus, 
compris  dans  la  formule  générale  a  +  mq,  où  q  désigne  un 
entier  quelconque,  positif,  nul  ou  négatif.  Parmi  ces  résidus,  il  y 
en  a  toujours  un  et  un  seul  qui  est  positif  ou  nul  et  inférieur 
à  m;  on  l'appelle  résidu  minimum;  dans  le  cas  où  a  est  positif, 
c'est  le  reste  arithmétique  de  la  division  de  a  par  m.  Il  y  a 
quelquefois    avantage   à  considérer   une   autre   espèce   de  résidus 
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m  m 

minima  :  il  y  a  toujours  un  résidu  compris  entre     —  —    et    +  -^' 

pouvant  atteindre  cette  limite  supérieure  dans  le  cas  où  m  est  pair  ; 
on  l'appelle  le  résidu  minimum  absolu;  c'est  celui  dont  la  valeur 
absolue  est  la  plus  petite. 

Pour  que  deux  nombres  soient  congrus,  il  est  évidemment  néces- 
saire et  suffisant  que  leurs  résidus  minima  soient  égaux.  Or  il  est 
clair  que  le  résidu  minimum  peut  avoir  seulement  m  valeurs 
distinctes:  0,  1,  2,  3,  ...,  m  — 1.  Considérons  m  nombres:  a,, 
02,  .  . . ,  a,n  tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux  soient  incongrus, 
c'est-à-dire  non  congrus,  suivant  le  module  m  ;  leurs  résidus 
minima  seront  tous  différents;  ce  seront  donc  nécessairement, 
abstraction  faite  de  Tordre,  tous  les  nombres  0,  1,  %  .  .,  m  —  i. 
On  en  conclut  qu'un  nombre  quelconque  x  est  congru  à  l'un  des 
nombres  «i,  a.,  .  .  .,   «,». 

L'ensemble  de  ces  m  nombres  constitue  ce  que  l'on  appelle  un 
système  complet  de  restes  incongrus  suivant  le  module  m  ou,  plus  briè- 
vement, wm  système  complet  de  restes  (mod.  m).  Le  système  complet 
de  restes  le  plus  simple  est  formé  précisément  des  m  nombres 
0  1,  2,  . . . ,  m  —  I .  Nous  verrons  plus  tard  l'intérêt  qu'il  peut  y 
avoir  à'cons'idércr  d'autres  systèmes  complets  de  restes  jouissant 
de  propriétés  particulières. 

Ces  notions  très  élémentaires  ont  néanmoins  leur  importance 
dans  bien  des  questions  de  Mathématiques.  Considérons  par  exemple 
l'expression  tg  —  ;  nous  savons  que  sa  valeur  ne  change  pas 
lorsqu'on  augmente  ou  diminue  l'entier  k  d'un  multiple  de  m.  Si 
l'on  donne  à  /.■  toutes  les  valeurs  entières,  cette  expression  prendra 
donc  seulement  m  valeurs  distinctes  ;  on  obtiendra  toutes  ces 
valeurs  en  prenant  pour  k  successivement  m  nombres  formant  un 
système  complet  de  restes  (mod.  m).  ^^^ 

Si  h  désigne  aussi  un  nombre  entier,  tg  —  est  égal  ^  tg  — 
lorsque  h'  est  congru  à  k  suivant  le  module  m,  et  dans  ce  cas  seu- 
lement. 

Nous  aurions  pu,  au  lieu  de     tg  ^,      considérer  l'expression 

cos  — -+-*sin— ,     qui  joue   un   grand   rôle   en   analyse.  Elle 

m  m 

donnerait  lieu  à  des  remarques  analogues. 
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On  voit  par  ces  exemples,  qu'on  pourrait  multiplier,  l'importanco 
que  peut  avoir  Tétude  systématique  des  rapports  qui  existent  entre 
des  nombres  congrus  ou  incongrus  suivant  un  module  déterminé. 
C'est  l'étude  de  ces  rapports  qui  constitue  la  théorie  des  congruences 
dont  nous  allons  exposer  les  éléments. 

2.  Il  importe  tout  d'abord  d'adopter  une  notation  abrégée  pour 
écrire  que  deux  nombres  a  et  b  sont  congrus  par  rapport  à  un 
module  m.  Nous  adopterons  la  convention  indiquée  par  Gauss  et 
consacrée  par  l'usage  et  nous  écrirons 

a^^  b  (mod.  m). 

Cette  relation  s'appellera  une  congruence.  La  notation  choisie  a 
l'avantage  de  mettre  en  évidence  les  analogies  très  grandes  qu'il  y  a 
entre  les  congruences  et  les  égalités  ordinaires.  On  peut  en  effet 
soumettre  les  congruences  de  même  module  à  presque  toutes  les 
opérations  qui  sont  légitimes  avec  les  égalités.  Nous  nous  borne- 
rons à  énoncer  ici  ces  propriétés  ;  elles  se  démontrent  immédiate- 
ment en  remplaçant  chaque  congruence  telle  que 

a^  b  (mod.  m)^ 

par  l'égalité  correspondante 

a  =:  b  -i-  mq. 

Il  est  clair,  tout  d'abord,  que  si  l'on  a 

a  ^  b  (mod.  m), 

b  ^  c  (mod.  7n), 

il  en  résulte 

a  ^  c  (mod.  m). 

Si  l'on  désigne  par  X,  V,  X"  des  nombres  entiers  et  si  l'on  a 

a  ^  b 

a'  =  b'  (mod.  m), 

a"=b" 
on  a  aussi 

la  H-  l'a'  +  XV'  =  Ib  +  l'b'  +  l"b"  (mod.  m). 

En  particulier  on  peut  ajouter  ou  retrancher  membre  à  membre 
deux  congruences  de  même  module  ;  on  peut  aussi  faire  passer  un 
terme  d'une  congruence  d'un  membre  dans  l'autre,  par  la  même 
règle  que  pour  les  égalités. 

Il  est  également  permis  de  multiplier  membre  à  membre  deux  ou 


6  THÉORIE    DES    NOMBRES 

plusieurs  congrucnces  de  môme  module  ;  des  congruences  écrites 
plus  haut,  par  exemple,  on  déduit 

aa'à'  ^  bb'b"  (mod.  m), 

et  plus  généralement 

rt^a'^'a"""  =  b^'b^^'b"''"  (mod.  m), 

7?,  n\  n"  étant  des  exposants  entiers  et  positifs. 

En  combinant  ces  diverses  propositions,  on  voit  qu'elles  se  résu- 
ment dans  la  suivante,  dont  elles  ne  sont  que  des  cas  particuliers  : 
Si  /"(ic,  ?/,  2,  ...)  est  un  polynôme  entier  à  coefficients  entiers  par 
rapport  aux  lettres  x,  ?y,  z^     .    ,  si  de  plus  on  a 

a  ^  CL 

c  ^  Y  (mod.  m)y 


il  en  résulte 

fia,  b,  c,    ...)  =  /"(a,  p.  Y,    ..   )  (mod.  m). 

Mais,  à  l'inverse  de  ce  qui  a  lieu  pour  les  égalités,  il  n'est  pas  en 
général  permis  de  diviser  par  un  même  nombre  les  deux  membres 
d'une  congruence,  même  dans  le  cas  où  ils  sont  exactement  divisi- 
bles (s'ils  ne  l'étaient  pas,  cette  opération  n'aurait  pour  le  moment  au- 
cun sens).  Par  exemple,  on  a 

18  =  6  (mod.  12) 

et  on  n'a  pas 

9  =  3 

par  rapport  au  même  module. 

Un  examen  attentif  de  cet  exemple  particulier  suffit  à  indiquer 

comment  on  doit  traiter  le  cas  général.  Si  l'on  a 

a  ^  b  (mod.  m), 

cela  signifie  que      est  un  nombre  entier;  on  ne  peut  pas  en 

m 

a  —  b 
général  conclure  de  là  qu'il  en  est  de  même  de    ,    q  étantun 

diviseur  commun  de  a  et  b.  Cette  conclusion  n'est  légitime  que  si 
7n  et  q  sont  premiers  entre  eux;  car,  dans  ce  cas,  a — b  étant 
divisible  par  deux  nombres  premiers  entre  eux,  est  divisible  par 
leur  produit. 

On  a  donc  le  droit  de  diviser  les  deux  membres  d'une  congruence  par 
tout  nombre  premier  avec  le  module  et  qui  les  divise  exactement.  (Nous 
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verrons  plus  loin  comment  on  peut  lever  cette  dernière  res- 
triction, en  faisant  une  convention  spéciale).  En  particulier,  si  le 
module  est  un  nombre  premier,  les  nombres  qui  ne  sont  pas  premiers 
avec  le  module  sont  congrus  à  zéro  par  rapport  au  module,  ou,  plus 
brièvement,  nuls  suivant  ce  module  et  on  a  cet  énoncé ,  tout  h  fait 
pareil  à  celui  auquel  on  est  habitué  en  arithmétique  et  en  algèbre  : 
La  division  par  zéro  seule  n^est  pas  permise. 

Dans  le  cas  où  m  n'est  pas  premier,  on  voit  très  facilement  que, 
si  l'on  désigne  par  S  le  plus  grand  commun  diviseur  de    m  et  de  9, 

la  congruence 

a  ^  b  (mod.  m) 

entraine 

a  b  /        ,    ^'\ 

-  =  -  mod.  —    . 

q        q  V  S/ 

Si,  en  particulier,  un  nombre  q  divise  a,  ô,  m,  on  a   0  —  q  et 

ah  /        ,    771 

-  ^  -  mod.  — 
q      9                          \  9 

3.  Nous  nous  sommes  appuyés  sur  ce  qu'un  nombre  divisible  par 
plusieurs  autres  premiers  entre  eux  deux  à  deux  est  divisible  par 
leur  produit. 

La  démonstration  que  l'on  donne  habituellement  de  cette  propo- 
sition repose  comme  on  sait  sur  le  théorème  :  un  nombre  qui  divise 
un  produit  de  deux  facteurs  et  qui  est  premier  avec  l'un  d'eux  divise 
Vautre.  Cette  dernière  proposition  se  déduit  de  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur.  Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'en  donner  ici 
une  démonstration  directe,  qui  est  due  à  Poinsot  (*\  et  qui  nous 
conduira  naturellement  à  d'autres  propriétés  très  importantes. 

Considérons  la  suite  des  multiples  d'un  nombre  entier  positif  «, 

0,  a,  2âJ^  .    .,  ma,... 

et  divisons  les  termes  de  cette  suite  par  un  nombre  entier  positif  m. 
Il  est  clair  que  ces  restes  se  reproduiront  périodiquement  de  m  en  m, 
mais  la  période  peut  être  plus  courte.  Soit  h  le  plus  petit  nombre  tel 
que  ha  soit  divisible  par  m,  ha  sera  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple de  a  et  de  m  ;    h  termes  consécutifs  seront  toujours  incongrus 


(*)  Dans  un  livre  récent  sur  les  éléments  de  la  théorie  des  nombres,  M.  Bachmann 
a  appelé  l'attention  sur  la  signification  de  la  démonstration^ 
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(mod.  m)  :  en  effet,  si  ka  et  k'a  étaient  congrus  (mod.  m),  leur  diffé- 
rence {k  —  k')a  serait  divisible  par  m,  ce  qui,  par  hypothèse,  ne 
peut  avoir  lieu  lorsque  k  —  k'  est  plus  petit  que  h.  Cette  différence, 
au  contraire,  est  évidemment  divisible  par  m  lorsque  k  —  k'  est 
divisible  par  h  ;  les  restes  se  reproduiront  donc  de  h  en  h  et  la 
période  de  h  restes  sera  composée  de  nombres  tous  différents, 
enfin  h  restes  consécutifs  sont  toujours  différents. 

Une  première  conséquence  de  cette  remarque  est  la  suivante  :  les 
seuls  termes  de  la  suite  qui  soient  divisibles  par  m  s'obtiennent 
en  multipliant  a  par  un  multiple  de  h  ;  autrement,  tous  les  multiples 
communs  à  m  et  à  a  sont  des  multiples  du  plus  petit  commun  mul- 
tiple  ha  de  ces  deux  nombres. 

En  particulier  m  doit  être  un  multiple  de  h,  puisque  ma  est 
un  multiple  de  m  et  de  a.  Soit  m=  hd^  soit  aussi  ha  =  mq  \ 
on  en  déduit  ha  =  hdq^  d'où  a  =  dq  :  d  est  donc  un  diviseur 
commun  de  a  et  de  m,  nous  allons  voir  que  c'est  le  plus  grand. 

1°  Supposons  d'abord  que  a  et  m  soient  premiers  entre  eux  ;  d  ne 
pourra  être  égal  qu'à  l'unité,  donc,  dans  ce  cas  h  =  m,  ce  qui 
s'énonce  :  le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  premiers 
entre  eux  est  leur  produit.  Tout  multiple  de  ces  deux  nombres  est 
donc  un  multiple  de  leur  produit,  d'où  il  résulte  que  si  un  nombre 
divise  un  produit  de  deux  facteurs  et  est  premier  avec  l'un  d'eux^  il 
divise  l'autre. 

Dans  ce  cas,  la  période  des  restes  se  compose  de  m  termes  dis- 
tincts qui  ne  peuvent  être  que  les  nombres  0,  1,  2,  .  .,  m  —  1, 
rangés  dans  un  certain,  ordre  :  on  en  conclut  que  si  dans  l'ex- 
pression ax,  ou  dans  l'expression  ax  +  ^,  où  b  est  un  nombre 
entier  quelconque,  on  substitue  à  la  place  de  x,  m  nombres  en- 
tiers consécutifs,  ou  plus  généralement  un  système  complet  dénom- 
bres incongrus  (mod.  m),  on  obtiendra  un  système  complet  de 
nombres  incongrus  (mod.  m)  ;  en  substituant  dans  ax  les  nombres 
entiers  4,2,  .  . .,  w  — 1  à  la  place  de  x,  on  obtient  comme  restes  ces 
mêmes  nombres  pris  dans  un  certain  ordre  ;  plus  généralement 
en  substituant,  à  la  place  de  a:,  m  —  1  nombres  incongrus 
(mod.  m)  et  dont  aucun  n'est  nul  (mod.  m)  on  obtient  encore 
m  —  1    nombres  incongrus  (mod.  m),  dont  aucun  n'est  nul  (mod.  m). 

2"  Supposons  maintenant  que  a  et  m  ne  soient  pas  premiers  entre 
eux  ;   soit    o    leur  plus  grand   commun    diviseur  ;    les    nombres 
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-  ,    —     sont  premiers  entre  eux,  et  Ton  observera  en  passant  que 

0  0 

cette  proposition  s'établit  directement,  sans  passer  par  l'algorithme 
du  plus  grand  commun  diviseur. 

Tïl 

Les  restes  minima  que  l'on  obtient  en  divisant  par   -   les  termes 

0 

de  la  suite 

0,       -^,        2  -,        3-1       •  •  •  • 

ù  ù  à 

sont  les  quotients  par  S  des  restes  que  l'on  obtient  en  divisant  par 

m  les  termes  de  la  suite 

0,  a,  2a,  3a,  ...  ; 

la  périodicité  est  la  môme  ;  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  la  pé- 

riode  pour  la  première  suite  contient   ^  restes,  qui  sont  les  nom- 

0 

bres     0,  1,  2,     .   ,  — —  1,     rangés   dans  un  certain  ordre;  cette 

0 

m 
période,  pour  la  seconde  suite  contiendra  aussi   —  restes   qui  se- 

m 
ront    0,  S,  25,  ...,m— 0.     Enfin  puisque  l'on  doit  avoir    —  =  h,     il 

faut  que  h  soit  égal  à  d,  et  l'on  retrouve  en  passant  le  théorème  sur 
la  composition  du  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres,  qui 
s'obtient  en  divisant  le  produit  des  deux  nombres  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

On  reconnaît  aussi,  dans  ce  cas,  que  si  dans  l'expression  ax-{-b, 
on  remplace    x    par  un  système   complet  de  nombres  incongrus 

(mod.  m),   on   n'obtient  plus    un  système    complet    de   nombres 

m 
incongrus,  mais  seulement  —  restes  incongrus. 

L'application  de  ces  divers  théorèmes  aux  polygones  réguliers 
étoiles  est  bien  connue. 

4.  Dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  premier  />,  chaque  nombre 
non  divisible  par  p  est  premier  à  ce  nombre  :  si  donc  dans  l'expres- 
sion ax  où  a  n'est  pas  divisible  par  p  on  substitue  p  —  1  nom- 
bres a*!,  x^,  ...,  Xp_i  incongrus  entre  eux  et  à  0  (mod.  /?),  on 
obtiendra  p  —  1  nombres  congrus  à  ces  mêmes  nombres  x^^ 
3?2,  . . . ,  Xj,_i  rangés  dans  un  autre  ordre  ;  le  produit  des  nombres 
axi,  ax^,  ..,  axp_i  est  donc  congru  (mod.  p)  au  produit 
XiX^ Xj>_i,     et  comme   le    dernier    produit  est   premier  à   p, 
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on  en  conclut 

a?'-i_l  =0  (mod.  p). 

C'est  le  célèbre  théorème  de  Fermât,  qui  joue,  dans  la  théorie  des 
nombres,  un  rôle  essentiel  et  dont  nous  rencontrerons  incidemment 
d'autres  démonstrations  ;  observons  qu'on  en  déduit  immédiatement 
la  proposition  suivante:  quel  que  soit  le  nombre  entier  a  et  le  nombre 
premier  p,  on  a 

a^'  —  a  ^  0  (mod.  p). 

IL  —  Racines  des  congruences. 

5.  Nous  n'avons  considéré,  jusqu'ici,  que  des  congruences  ne 
renfermant  pas  d'indéterminée,  des  congruences  purement  arithmé- 
tiques, si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi  ;  elles  correspondent  à  ce  que 
l'on  appelle  proprement  des  égalités  ;  nous  allons  parler  maintenant 
de  celles  qui  correspondent  aux  identités  et  aux  équations.  On  n'a 
pas  jugé  qu'il  fût  nécessaire  de  créer  des  mots  distincts  pour  dési- 
gner ces  diverses  congruences,  mais  il  importe  de  ne  pas  les 
confondre. 

On  dit  que  deux  polynômes  f[x)  et  g  [x)  entiers  par  rapport  à  une 
variable  œ  (sauf  avis  contraire,  nous  sous-entendrons  toujours  que  les 
coefficients  des  polynômes  sont  entiers),  sont  identiquement  congrus  ou 
plus  simplement  congrus  suivant  un  module  m  s'il  existe  un  poly- 
nôme entier  en  x,  6 (a?),  tel  que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier  x, 

f{x)  =  g{x)-^m<\>{x). 

On  écrit  alors  d'une  manière  abrégée 

f{x)^g{x)  (mod.  m). 

Les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x,  dans  f  et  dans  g, 
sont  évidemment  congrus  suivant  le  module  m. 

D'après  cette  définition,  on  a 

f{x)  =  0  (mod.  m) 

dans  le  cas  et  dans  le  cas  seulement  où  tous  les  coefficients  de   f{x) 
sont  divisibles  par  m. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  n'aura  pas  en  général,  pour  toute  valeur 

entière  a  de  x, 

f{a)  =  0  (mod.  m). 
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S'il  existe  un  nombre  entier  a  tel  que  cette  congruence  soit 
vérifiée,  ce  nombre  a  est  dit  une  racine  de  la  congruence 

f[x)  ^  0  (mod.  m). 

Une  congruence  peut  n'être  pas  identique  et  cependant  avoir  pour 
racines  tous  les  nombres  entiers;  si  p  désigne  un  nombre  premier, 
c'est  ce  qui  a  lieu  d'après  ce  que  nous  avons  vu  pour  la  congruence 

x^'  —  a?  ^  0  (mod.  p). 

Nous  verrons  plus  tard   comment  on  peut  reconnaître,  dans  le 

cas  d'un  module  quelconque,  si  une  congruence  donnée  possède  ce 

caractère  exceptionnel  (*). 

Revenons  à  la  relation 

f[a)  ^  0  (mod.  m), 

qui  exprime   que   la   congruence   donnée   admet  la    racine    a.    Il 

est  clair  que  si  Ton  a 

h  ^  a  (mod.  m), 

on  a  aussi 

f[b)  =  0  (mod.  m), 

c'est-à-dire  que  la  congruence  admet  aussi  pour  racines  tous  les 
nombres  b  congrus  au  nombre  a.  Nous  ne  regarderons  pas  ces 
racines  comme  distinctes.  Il  en  résulte  qu'une  congruence  (mod.  m) 
peut  avoir  au  plus  m  racines  distinctes  (et  même  m  —  1  seule- 
ment si  on  ne  tient  pas  compte  des  racines  congrues  à  zéro).  On 
peut  donc  toujours  résoudre  une  congruence,  c'est-à-dire  trouver  les 
racines  de  cette  congruence  par  un  nombre  limité  d'essais  succes- 
sifs. Mais  ces  essais  sont  d'autant  plus  nombreux  que  le  nombre  m 
est  plus  grand  ;  d'autre  part,  on  ne  connaît  pas  de  méthode  gé- 
nérale simple  pour  résoudre  les  congruences  dont  le  degré  dé- 
passe l'unité.  Il  y  a  donc  intérêt,  pour  diminuer  le  nombre  des 
essais,  à  réduire  s'il  est  possible  la  valeur  du  module  m.  Nous  allons 
montrer  que  pour  résoudre  une  congruence,  il  suffît  de  résoudre  un 
certain  nombre  d'autres  congruences  ayant  pour  modules  des 
facteurs  premiers  entrant  dans  m. 

Il  faudra  de  plus  résoudre  un  problème  simple  qui  ne  dépend  que 
de  congruences  du  premier  degré,  et  que  nous  étudierons  en  détail. 


(*)  Voir  la  note  à  la  fin  de  l'ouvrage. 
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6.  Montrons,  en  premier  lieu,  que  si  l'on  a 

m  =z  pq7\ 
les   nombres  /7,  q,  r  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux^  on  peut 
ramener  la  résolution  de  la  congruence 

(1)  f{x)  =  0  (mod.  m) 

à  celle  des  congruences  simultanées  : 

if{x)  ^  0  (mod.  p), 

f{x)  =0  ■  (mod.  q), 

f(x)  =  0  (mod.  r). 

En  effet,  il  est  clair  d'abord  que  tout  nombre  x  qui  satisfait  à  la 
congruence  (1)  satisfait  aux  trois  congruences  (2).  Réciproquement, 
si  X  satisfait  aux  trois  congruences  (2),  f{x)  étant  divisible  par  les 
trois  nombres  premiers  entre  eux  deux  à  deux  p,  ^,  r,  est  divisible 
par  leur  produit  m,  c'est-à-dire  que  x  satisfait  à  la  congruence  (1). 
Il  suffît  donc  de  déterminer  les  solutions  communes  aux  con- 
gruences (2).  Pour  cela,  nous  supposerons  que  nous  ayons  résolu 
séparément  chacune  de  ces  congruences  et  nous  ferons  voir  qu'à 
tout  groupe  formé  d'une  racine  a  de  la  première,  d'une  racine  p  de 
la  seconde  et  d'une  racine  y  de  la  troisième,  correspond  une  racine 
X  de  la  congruence  (1)  ;  de  sorte  que  si  les  congruences  (2)  ont 
respectivement  p',  q\  r'  racines,  la  congruence  (1)  en  a  p'q'r'. 
(Si  la  première  des  congruences  (2)  par  exemple  était  identique  ou 
vérifiée  quel  que  soit  a?,  on  aurait  p'  —  p). 
En  effet,  il  suffit  que  l'on  ait 

a?  =a  (mod.  /)), 

a-  ^  P  (mod.  q), 

a?  ^  Y  (mod.  r). 

Or  on  conclut  immédiatement  de  là  : 

qrx  ^  qr<x  (mod.  m), 

rpx  =  r/9p  (mod.  m), 

pqx  =  pq-(  (mod.  m), 

et  par  suite 

[qr  H-  rp  -h  pq)x  =  qroL  -h  rp^  +  pq-^       (mod.  m). 

Nous  verrons  plus  loin  que  cette  congruence  du  premier  degré  en 
x,  dans  laquelle  le  coefficient  qr-\-rp  +  pq  de  x  est  premier 
avec  le  module     m  =  pqr    (puisque  p,  q,  r  sont  premiers  entre 
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eux  deux  à  deux)  a  une  racine  unique  et  déterminée.  Cette  racine 
satisfait  d'ailleurs  aux  conditions  exigées  ;  car  on  a  par  exemple 

[qr-{~rp  4-  pq)x  ^  qrcL  -h  rpjB  +  p^y         (mod.  /j), 
d'où,  en  supprimant  de  part  et  d'autre  les  multiples  de  p, 

qrx  ^  qry.  (mod.  p), 

et  enfm,  en  divisant  par  qr  qui  est  premier  avec  le  module  p, 

X  ^  OL  (mod.  p). 

Nous  avons  ainsi  montré  qu'à  tout  système  de  solutions  a,  p,  y 
du  système  (2)  correspond  une  racine  x  de  la  congruence  (1).  Il  est 
clair  que  la  réciproque  est  vraie  et  de  plus  que  la  correspondance 
est  univoque  ;  c'est-à  dire  que  si  x  et  x'  sont  incongrus  suivant  le 
module  pqr^  ils  sont  incongrus  par  rapport  à  l'un  au  moins  des 
modules  p,  q,  r  et  réciproquement.  Les  propositions  énoncées 
sont  donc  complètement  démontrées. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  la  congruence  qui  détermine 
X,  après  avoir  traité  des  congruences  du  premier  degré,  pour 
montrer  comment  on  peut  diriger  la  solution  de  manière  que  la 
plus  grande  partie  du  calcul  soit  indépendante  de  a,  [3,  y,  c'est- 
à-dire  puisse  servir  pour  toutes  les  racines. 

7.  Les  résultats  acquis  résolvent  complètement  le  problème  posé 
dans  le  cas  où  m  ne  renferme  pas  de  facteurs  premiers  figurant 
avec  une  puissance  supérieure  à  la  première.  Dans  le  cas  contraire, 
la  décomposition  la  plus  complète  qui  se  puisse  effe(îtuer  de  m  en 
un  produit  de  nombres  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  est  la 
décomposition  en  un  produit  de  puissances  de  nombres  premiers. 
Il  reste  donc  à  montrer  comment  on  peut  ramener  la  résolution 
d'une  congruence  dont  le  module  est  une  puissance  d'un  nombre 
premier,  à  la  résolution  de  congruences  de  module  premier. 

Soit  donc 

(1)  f{x)  =  0  (mod.  p^) 

une  congruence  dont  le  module  est  la  puissance  d'un  nombre  pre- 
mier. Il  est  clair  que  toute  racine  de  cette  congruence  satisfera  aussi 
à  la  congruence 

(2)  /(a?)=0  (mod.  p). 
Mais  la  réciproque  n'est  pas  nécessairement  exacte.  Soit  a  une  ra- 
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cine  de  la  congruence  (2);  a-hpy  sera  aussi  une  racine  de  (2); 
nous  allons  chercher  à  déterminer  l'entier  y  de  manière  que  cette 
quantité  soit  également  racine  de  (1). 

Nous  avons  fi^-^py)  =  P^'^iv)^ 

a  étant  un  nombre  au  moins  égal  à  1,  cp(î/)  un  polynôme  entier  dont 
tous  les  coefficients  ne  sont  pas  divisibles  par  p.  Si  l'on  a  a  >  À, 
a-hpy  est  racine  de  la  congruence  (1)  quel  que  soit  l'entier  y  ;  à 
la  racine  a  correspondent  ainsi  //~^  racines  incongrues  de  la  con- 
gruence (1). 

Si  l'on  a  au  contraire    a  <<  ^,    la  congruence  (1)  peut  s'écrire, 
en  posant    x  =  a-{-  py, 

f[a  -+- py)  =  p^^[y)  =  0  (mod.  p"). 

On  en  conclut 

o{y)  ^  0  (mod.  p'^~''). 

La  détermination  des  racines  de  (1)  qui  sont  congrues  au  nombre 
a  suivant  le  module  /?,  est  ainsi  ramenée  à  la  résolution  d'une 
congruence  dans  laquelle  le  module  a  une  moins  grande  valeur.  On 
voit  immédiatement  qu'en  appliquant  la  même  méthode  à  cette  nou- 
velle congruence  on  n'aura  jamais  à  résoudre  que  des  congrucncrs 
(mod.  p).  On  peut  vérifier  que  l'on  a  ainsi  moins  d'essais  à  faire  si 
l'on  procède  par  tâtonnements  et  de  plus,  pour  ces  essais,  on  opère 
sur  des  nombres  moins  considérables,  puisqu'on  peut  remplacer 
tous  les  coefficients  d'une  congruence  (mod.  p)  par  leurs  résidus 
minima  absolus,  c'est-à-dire  par  des  nombres  inférieurs  en  valeur 

P 
absolue  à    7-  . 

Comme  application,  considérons  la  congruence 
(1)  x'  =  l  (mod.  27). 

Nous  devons  d'abord  résoudre  la  congruence 

;r2  =  7         '  (mod.  3) 

ou  a?^  =  1  (mod.  3), 

qui  admet  évidemment  les  deux  racines  incongrues  +  1  et  —  1; 
nous  ne  considérerons  que  la  racine  positive  (on  obtiendra  ensuite  en 
changeant  les  signes  les  résultats  qui  correspondent  à  la  racine 
négative). 

Si  nous  posons     a'  =  1  h-  3?/,     la  congruence  proposée  devient 

3(3?/^  -f-  2//  —  2)  ^  U  (mod.  27) 
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OU 

(2)       '  3?/=^-+-2y  — 2  =  0  (mod.  9). 

Nous  devons  d'abord  résoudre  la  congruence 

3^2  _^  2//  —  2  =  0  (mod.  3), 

qui  donne 

y  ^  i  (mod.  3) 

et  nous  conduit  à  poser    y  =  i  -\-  'Sz. 
La  congruence  (2)  devient  alors 

3[(1  H-  'Szf  +  22]  =  0  (mod.  9) 

ou 

(i-+-33)^+23  =0  (mod.  3) 

l-i-22  =  0  (mod.  3), 

d'où 

2  =  1  (mod.  3). 

On  a  donc  y=^  et  a?  =  13  ;  la  congruence  (1)  admettes 
deux  racines  -+-13  et  —  13  ou,  si  Ton  veut,  13  et  14.  La  con- 
gruence proposée  est  d'ailleurs  l'une  de  celles  pour  lesquelles  il 
existe  des  méthodes  générales  de  résolution. 

8.  Avant  de  passer  à  l'étude  générale  des  congruences  de  degré 
quelconque  et  particulièrement  des  congruences  démodule  premier, 
étude  qui  fera  l'objet  du  chapitre  suivant,  nous  allons  traiter  en  dé- 
tail des  congruences  du  'premier  degré.  Il  est  en  effet  nécessaire  de 
les  traiter  dans  le  cas  d'un  module  quelconque  et  de  plus  leur  étude 
nous  conduira  à  nous  occuper  de  diverses  questions  intéressantes 
en  elles-mêmes. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  module  premier  p.  La  congruence 
du  premier  degré  a  la  forme 

ax  ^  b  (mod.  p). 

Elle  est  identique,  si  a  et  b  sont  tous  deux  congrus  à  zéro  (mod.  /?), 
impossible  si  a  est  congru  à  zéro  sans  que  b  le  soit.  Ces  résultats 
qui  s'aperçoivent  immédiatement  sont  absolument  pareils  à  ceux 
que  l'on  obtient  dans  l'étude  des  équations  du  premier  degré. 

Dans  le  cas  où  a  n'est  pas  congru  à  zéro,  il  résulte  de  remarques 
déjà  faites  que  si  l'on  donne  à  a?,  p  valeurs  incongrues,  le  premier 
membre  prendra  p  valeurs  incongrues,  dont  par  conséquent  une  et 
une  seule  sera  congrue  à  b.  La  congruence  a  donc  une  racine  et 
une  seule  ;  le  théorème  de   Fermât  permet  d'avoir  immédiatement 
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son  expression  :  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  lacongruence 

par  rt^""^  on  obtient 

a^'-^x  ^  ba^'-^  (mod.  p)  ; 

d'autre  part,  a  étant  premier  avec  p, 

ai'-'  =  1  (mod.  p). 

On  a  donc  enfui  •  ,       ,      ^ 

cp=  6a^'~^  (mod.  p). 

Gauss  convient  de  représenter  la  racine  de  la  congruence  du  pre- 
mier degré  par    -  (mod.  p),  c  est-à-dirc  d'écrire 

x=-  (mod.  p). 

a 

Les  expressions  telles  que  -  (mod.  p)  ne  sont  pas  des  fractions, 
mais  des  nombres  entiers;  il  est  cependant  facile  de  vérifier  gu  elles 
sont  soumises  aux  mêmes  règles  de  calcul  que  les  fractions  ordi- 
naires. Il  importe  seulement  de  remarquer  qu  on  doit  exclure  du 
calcul,  comme  n  ayant  pas  de  sens,  celles  dont  le  dénominateur  est 
congru  à  zéro  et  qu'on  ne  doit  jamais  multiplier  les  deux  termes  par 
un  nombre  congru  à  zéro.  Dès  lors  il  est  facile  de  vériiier,  par 
exemple,  que  si  Ton  a 

(mod.  /)), 

(mod.  p), 

(mod.  p), 


ac 


a 


il  en  résulte 


xy  =  —,  (mod.  /9) 

od 


(mod.  /'). 


X        ad 

y  —  hc      ^ 

en  supposant,  bien  entendu,  qu'aucun  des  dénominateurs  n'est 
congru  à  zéro.  Ces  égalités  sont  des  égalités  entre  nombres  entiers  ;  la 
dernière,  par  exemple,  exprime  que   x   oX    y   étant  les  racines  des 

congruences  ,       ,      . 

^  bx  —  a  =  0  (mod.p), 

dy  —  c  =  ^  (mod.  p), 

les  congruences  ,       ,     . 

yX  — a?  =  0  (mod. />), 

6cX  — arf  =  0  (mod.p) 
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sont  équivalentes.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement , 
ô,  c,  d  étant  supposés  incongrus  à  zéro. 

Les  remarques  précédentes  nous  conduisent  naturellement  à  con- 
sidérer la  racine  x  de  la  congruence 

ax  ^  Y  (mod.  p), 

c'est-à-dire 

X  ^  —  (mod.  p). 

a 

Sa  connaissance  est  manifestement  utile  dans  le  calcul  des  racines 

des  congruences  de  la  forme 

ax  ^  b  (mod.  p) 

ou 

X  ^—  (mod.  p). 

Il  est  clair  en  effet  que  si  l'on  a 

a 
il  en  résulte 

*  ^  a'b. 
a 

Le  nombre  a'  est  dit  le  nombre  associé  de  a.  Il  est  clair  que  la  cor- 
respondance entre  a  et  a'  est  réciproque.  D'ailleurs  a  ne  peut  être 
égal  à  a'  que  si  leur  valeur  commune  est  1  ou  p  —  i,  car  si 
a'  =  a,     on  a 

a2_i  ^(a_l)(a  +  l)  =  0  (mod.  p), 

et  p  étant  premier  divise     a  —  i     ou    an-l. 

Lesnombres    2,3, ,p  — 2     sont  doncassociés  deux  à  deux; 

le  produit  de  deux  nombres  associés  étant  congru  à  1,  il  en  résulte 

2.3 (p  — 2)  =  1  (mod.  p), 

d'où 

1.2.3 (p— 2)(/9-l)  =  /9  — i  =-1  (mod.  p), 

ou  enfin 

1.2.3 (p  — 1)  +  1  =0  (mod.  p). 

Cette  égalité  constitue  le  théorème  de  Wllson^  remarquable  par  le 
fait  qu'il  exprime  une  propriété  caractéristique  des  nombres  pre- 
miers. En  effet,  si  p  n'est  pas  premier,  on  voit  facilement  que  le 
produit     1.2.3 (p  — 1)     est  divisible  par  77. 

9.  Indiquons  maintenant  une  méthode  de  résolution  des  con- 
gruences du  premier  degré  de  modale  composé,  méthode  qui  s'ap- 
plique d'ailleurs  aussi  dans  le  cas  d'un  module  premier. 

THÉORIE    DES    ^OMBRES  2 
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Soit  ,  /       j      \ 

ax  =  b  (mod.  m) 

une  congruence  ;  on  peut,  en  désignant  par   y   un  entier  indéter- 
miné, la  remplacer  par  l'équation 

ax  -^-  my  =  b. 

On  est  ainsi  ramené  à  un  problème  traité  dans  les  éléments  sous 
le  nom  d'analyse  indéterminée  du  premier  degré. 

On  sait  que  si  a  et  m  sont  premiers  entre  eux,  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  cette  équation  sont  de  la  forme 

X  —  Xq-\-  mt, 

c'est-à-dire  ,       ,      ^ 

x  =  x^  (mod.  m). 

La  congruence  proposée  admet  donc  dans  ce  cas  une  solution 
unique;  pour  la  trouver,  on  réduit-  en  fraction  continue,  et  en 

désignant  par  -  ravant-dernière  réduite,  on  a,  la  dernière  réduite 

a 
étant  précisément  -i 

aix  —  ma  =  dz  1, 

et  par  suite  .  ,    ,  x       , 

a[±b\i)  —  m[àzba)  =  /'. 

Dans  le  cas  où  a  et  m  ont  un  diviseur  commun  S,  le  problème 
est  impossible  si  3  ne  divise  pas  b.  Si  3  divise  b,   on  est  ramené 

à  Téquation 

a  m  0 

-X  -h—y  =  -1 

c  est-à-dire,  si  Ton  veut,  à  la  congruence 


a  b 

0  0 


(mod.f). 

On  a  donc  à  résoudre  le  môme  problème  ;  cette  dernière  congruence 
a  une  solution  unique  x,,  mais  la  congruence  proposée  admet  pour 
solutions  distinctes  tous  les  nombres  congrus  à  x,  suivant  le  mo- 
dule -  et  incongrus  suivant  le  module  m;  elle  a  donc  8  solutions. 
On  voit  que  Von  peut  employer  pour  les  modules  composés  la 
notation  de  Gauss  que  nous  avons  indiquée  pour  les  modules  pre- 
miers,  mais  on  doit  exclure  tous  les  dénominateurs  non  premiers 
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avec  le  module.  La  solution  que  nous  venons  d'indiquer  revient 

1 
d'ailleurs  à  chercher  d'abord  la  valeur  du  symbole  -  (mod.  m),  c'est- 
à-dire  à  déterminer  l'associé  a'  du  nombre  a.  Dans  le  calcul  fait 

plus  haut  on  a 

a'  =z  -^  ^, 

Nous  pouvons  maintenant  traiter  d'une  manière  complète  le  pro- 
blème qui  s'était  offert  à  propos  des  congruences  quelconques  de 
module  composé  et  qu'on  peut  formuler  ainsi  :  p^  g,  r  étant  des 
nombre  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  trouver  un  nombre  x  qui 

satisfasse  aux  congruences 

X  ^  y.  (mod.  p), 

x=^  (mod.  q), 

a?  =  7  (mod.  r). 

Nous  avons  trouvé  que  x  est  déterminé  par  la  congruence  unique 

[qr-\-rp  -h  pq)x  =  qri  ^7'p'^-\-  pq^(       (mod.  m  =  pqr). 

Or,  d'après  les  hypothèses  faites,  qr-hrp-+-pq  est  premier  avec 
m;  déterminons  son  associé,  c'est-à-dire  calculons  un  nombre  m' 

par  la  congruence 

m'{qr-^rp-^pq)  =  i  (mod.  7?i). 

On  aura 

X  ^  qi'oLni'  H-  rp'^m'  -+-  pq-(m'  (mod.  m). 

On  voit  que  la  détermination  de  m'  est  complètement  indépendante 
de  a,  p.  Y,  comme  nous  l'avions  annoncé  plus  haut. 

On  peut  mettre  la  formule  obtenue  sous  une  autre  forme.  Si  nous 
déterminons  en  effet    p\  q\  r'  par  les  congruences 

p'[qr  ^rp  -i-pq)  =  i  (mod.  p), 

q' {qr -\- rp -^  pq)  =  i  (mod.  (/), 

r'{qr  4-  rp  +  pq)  =  1  (mod.  r), 

qui  peuvent  s'écrire,  plus  simplement, 

p'qr  =  1  (mod.  p), 

q'rp  =  i  (mod.  q), 

r'pq  =1  (mod.  r), 

on  aura 

m'  =  p'  +  hp,  m'  =  ^'  -h  kq,  m'  =  r'  ^  /r, 

/i,  k,  l  étant  des  entiers  inconnus;  il  en  résulte 

X  =  qroLp'  -h  rp^q'  -h  pq^r'  +  (/u  -h  /v?  +  h)P9^'     (mod.  m), 
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OU  plus  simplement 

X  =  p'qroL-{-q'rp'^  H-  r'pq^  (mod.  m). 

On  obtient  aisément  cette  valeur  de  x  en  remarquant  'que  si  Ton 
pose 


^  =  -, 

r.  =0, 

^  =  0, 

(mod.  p), 

^  =  0, 

r.  =  ?. 

^  =  0, 

(mod.  q), 

i  =  0, 

r.  =0, 

^  =  T, 

(mod.  r), 

X  =  l-^ri  -^l 

(mod.  ??i). 

on  a 

Or,  on  trouve  immédiatement 

^  =  p'qroL  (mod.  m), 

et  de  même  les  valeurs  de  rj  et  C. 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que  rien  ne  serait  changé  à  la 
méthode  si  au  lieu  de  trois  nombres  p,  ^,  r  il  y  en  avait  un  plus 
grand  nombre. 

10.  Revenons  à  Vétude  des  nombres  associés  dans  le  cas  d'un  module 
composé]  nous  avons  dit  que  a  et  a'  sont  associés  lorsque  Ton  a 

aa'  =  1  (mod.  m). 

Les  nombres  qui  sont  premiers  avec  le  modale  sont  les  seuls  qui 
possèdent  des  associés;  deux  nombres  associés  sont  égaux  si  en 
désignant  par  a  leur  valeur  commune,  on  a  la  congruence 

a^  =  i  (mod.  m). 

Si  cette  congruence  admet  la  racine  a,  elle  admet  la  racine  m—  a 
et  ces  deux  racines  sont  distinctes,  car  si  elles  ne  Tétaient  pas  leur 
produit  serait  congru  à  1  ;  or  on  a 

a(m  —  a)=  —  a'  =  —  i  (mod.  m) 

et  nous  supposons     m  supérieur  à  2. 

On  conclut  très  facilement  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  désigne 
'   par  4^(/n)  le  nombre  des  racines  de  la  congruence 

x^  =  1  (mod.  m), 

et  par  P  le  produit  de  tous  les  nombres  premiers   avec  m  et  non 

supérieurs  à  m,  on  a 

p  =  (_  i)i'K»o  (mod.  m). 

Cette  égalité  constitue  le  théorème  de  WUson  généralisé.  On  peut 
chercher  directement  Texpression  de  ^(m)  (voira  ce  sujet  :  Seiuœt, 
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Algèbre  supérieure^  §  292);  nous  déduirons  sa  valeur  do  la  théorie 
générale  des  congruences  binômes  qui  sera  faite  plus  loin.  Nous 
verrons  que  Ton  a 

fjL  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs  distincts  de  m,  et  t) 

étant  égal  à  zéro  si  m  n'est  pas  divisible  par  4,  à  wn  si  m  est  divisible 

par  4  et  non  par  8,  à  deux  si  m  est  divisible  par  8. 

Il  en  résulte  que  Von  a 

P  ^  — 1  (mod.  m) 

lorsque  m  est  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair^  égal 
au  double  d'une  telle  puissance  ou  égal  à  4,  et  au  contraire 

P  ^  H-  1  (mod.  m) 

dans  tous  les  autres  cas. 

On  voit  que  les  nombres  inférieurs  à  m  et  premiers  avec  m  jouent 
dans  cet  énoncé  le  môme  rôle  que  les  nombres  inférieurs  au  module, 
dans  le  cas  du  module  premier.  On  peut  aller  plus  loin  dans  cet 
ordre  d'idées  et  remarquer  que  l'ensemble  de  ces  nombres  jouit  de 
certaines  propriétés  du  système  complet  des  restes  dans  le  cas  du 
module  premier. 

Par  exemple,  si  on  multiplie  tous  les  nombres  de  cet  ensemble 
par  un  nombre  a  premier  avec  m  (c'est-à-dire  appartenant  aussi 
à  cet  ensemble),  on  obtient  comme  produits  des  nombres  tous 
incongrus  et  de  plus  premiers  avec  m.  Ce  sont  donc,  dans  un 
certain  ordre,  les  nombres  de  l'ensemble  considéré.  On  voit  que 
ces  raisonnements  sont  tout  pareils  à  ceux  par  lesquels  on  établit 
le  théorème  de  Fermât  ;  en  continuant  à  raisonner  d'une  manière 
analogue,  on  établit  sans  peine  la  formule 

afM  =  1  (mod.  m), 

dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  quelconque  premier  avec  m  et 
cp(m)  le  nombre  des  nombres  premiers  avec  m  et  non  supérieurs  à  m. 

La  propriété  exprimée  par  cette  formule  est  ce  qu'on  appelle  le 
théorème  de  Fermât  généralisé.  Il  est,  de  même  que  le  théorème  de 
Wilson  généralisé,  beaucoup  moins  intéressant  et  moins  important 
que  la  proposition  simple.  Il  ne  fournit  pas,  en  effet,  de  congruence 
qui  soit  vérifiée  pour  toute  valeur  de  la  variable,  sans  être  une 
identité,  tandis  que  nous  verrons  que  c'est,  au  fond,  ce  qui  con- 
stitue l'importance  considérable  du  théorème  de  Fermât.  Celui-ci 


aNÎVBESÏTT 


2-2  ,  THÉORIE   DES    NOMBRES 

est  réellement  dans  la  nature  des  choses  et,  dans  les  chapitres  qui 
vont  suivre,  il  s'en  présentera,  incidemment,  plusieurs  démonstra- 
tions nouvelles. 

III.  —  La  fonction  o[m). 

11.  Nous  avons  néanmoins  tenu  à  parler  du  théorème  de  Fermât 
généralisé,  qui  a  d'ailleurs  une  certaine  importance  dans  la  théorie 
générale  des  congruences  binômes,  car  il  nous  donne  le  premier 
exemple  de  l'introduction  dans  une  formule  d'une  fonction  arith- 
métique très  importante,  la  fonction  o{m). 

Lorsque  m  est  plus  grand  que  1,  on  peut  dire  que  p(m)  est  le 
nombre  des  nombres  premiers  à  m  et  plus  petits  que  lui;  c'est  pour 
pouvoir  supposer 

que  l'on  dit  «  non  supérieurs  à  m  ». 

La  fonction  ©(m)  va  nous  arrêter  quelque  temps,  et  les  considé- 
rations antérieures  nous  en  fourniront  les  propriétés  essentielles. 

La  plus  simple  est  exprimée  par  l'égalité 
o[ab)  =  o{a)  X  ?(^), 
où  a,  6  sont  deux  entiers  positifs  premiers  entre  eux,  égalité  que 
nous  allons  établir. 

Elle  est  évidente  si  l'un  des  nombres  «,  b  est  égal  à  un  ;  nous 
supposerons  donc  les  deux  nombres  plus  grands  que  un.  Dès 
lors  si  l'on  considère  un  nombre  entier  positif  premier  à  ab  et  plus 
petit  que  ab,  on  pourra  le  mettre  sous  la  forme  a.r  +  y,  en  dési- 
gnant par  X  le  quotient  de  sa  division  par  a  et  par  ?/  le  reste  de 
ces  deux  nombres,  x  est  inférieur  h  b,  y  est  inférieur  à  a  et  pre- 
mier avec  a.  Inversement,  si  x  est  inférieur  h  b  et  y  inférieur  à  a 
et  premier  avec  a,  ax -h  y  est  inférieur  à  ab  et  premier  à  a.  Le 
nombre  y  peut  prendre  ?(a)  valeurs  ;  considérons  l'une  d'elles  et 
voyons  combien  elle  fournit  pour  ax  -f-  y  de  valeurs  premières 
à  b  et  par  suite  à  ab  \  si  on  donne  dans  ax-i-y  les  valeurs 
Q  l<2^  _^b  —  i  à  :r,  on  obtiendra  un  système  complet  de 
nombres  incongrus  (mod.  b)  ;  parmi  ces  derniers  nombres,  il  y  a  o{b) 
nombres  premiers  à  b  ;  parmi  les  nombres  que  l'on  déduit  de 
ax-^-y      en    remplaçant    a:    par    0,  1,  2,  . .  .,  /^  - 1,      il    y   aura 
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donc  aussi  ^{b)  nombres  premiers  h  ab  ;  on  voit  qu'il  y  aura 
o[a)  X  ^{b)  nombres  premiers  à  ab  et  inférieurs  à  ab  ;  l'égalité  est 
démontrée. 

On  reconnaît  de  suite  que  si  m  est  une  puissance  p*  d'un  nombre 
premier  p,  on  a 

/  1 

o{m)  =  p''~\p  —  i)  =  mli 

il  en  résulte  que  si  l'on  suppose  m  décomposé  en  ses  facteurs  pre- 
miers, 


m  =  p^'q^r'. 


on  aura 

o(m)  =  o(r)o(90o(,-r)  . .  .  =  m(l  -  i)  (^1  -  ^)  (l  -  i)  . . . 

Une  autre  propriété  capitale  de  la  fonction  o  va  résulter  encore 
du  même  genre  de  considérations.  Si  l'on  envisage  la  suite 

0,  a,  2a,  ..., 

et  la  suite  des  restes  minima  que  l'on  obtient  en  en  divisant  les 

m 
termes  par  m,  la  période  des  restes  comprend  m  termes  ou  —  termes 

0 

suivant  que  m  est  premier  à  a  ou  admet  avec  a  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  ô.  Ce  nombre  de  termes  est  dans  tous  les  cas  un  divi- 
seur de  m. 
Inversement,  si  d  est  un  diviseur  de  m,  il  existe  des  nombres  a 

tels  que  la  période  des  restes  ait  d  termes  ;  il  faut  et  il  suffit  en 

îïi 
effet  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  m  soit    o  =  — -  , 

a 

c'est-à-dire  que  les  quotients  de  m  et  de  a  par  —  soient  premiers 

entre  eux,  c'est-à-dire  encore  que  d  et  —  soient  premiers  entre  eux  ; 

on  devra  donc,  pour  cela,  prendre  a  de  la  forme  — -/c,    k  étant  premier 

et 

à  d. 

Prenons  successivement  pour  a  les  valeurs  0,  1,  2,  . .  ,  m  —  1  ; 
la  valeur  0  fournira  des  restes  tous  nuls,  c'est  d'ailleurs  la  seule 
dans  ce  cas  ;  la  période  des  restes  ne  comprendra  qu'un  terme.  Les 
nombres  qui  fourniront  une  période  de  d  termes  seront  de  la  forme 

?7Z  ïïl 

—k,    k  étant  premier  à  d  et  inférieur  à  c?,  afin  que  —k  soit  inférieur 

CL  et 
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à  m,  il  y  en  aura  o{d);  les  nombres  qui  fourniront  une  période 
de  m  restes  seront  les  nombres  inférieurs  à  m  et  premiers  à  m. 
En  résumé,  on  a 

m  =  i  ^  o{d)  ^  o{d') -^  .  . .  -h  o{m), 

en  désignant  par  d,  d\  ...  les  diviseurs  de  m  autres  que  un  et  m,  ou 

en    supposant  que  d  représente  successivement  tous  les  diviseurs  de  m, 
y  compris  m  et  un. 

12.  On  n'aurait  aucune  peine  à  vérifier  cette  égalité,  au  moyen  de 
l'expression  connue  des  diviseurs  d  d'un  nombre  m  décomposé  en 
ses  facteurs  premiers  et  de  l'expression  trouvée  antérieurement 
pour  cp(m).  Tout  au  contraire,  nous  voulons  déduire  de  cette  for- 
mule l'expression  de  cp(m),  par  une  méthode  assurément  plus 
longue  et  plus  difficile,  mais  qui  comporte  l'établissement  d'une 
formule  importante. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant.  Parmi  les  diviseurs 
d'un  nombre  m  plus  grand  que  un,  ne  considérons  que  ceux  dont 
les  facteurs  premiers  sont  tous  diflerents  :  le  nombre  de  ceux  qui 
contiennent  un  nombre  impair  de  facteurs  premiers  surpasse  d'une 
unité  le  nombre  de  ceux  qui  contiennent  un  yiombre  pair  de  facteurs 
premiers. 

Ceci  n'est  autre  chose  que  cette  propriété  bien  connue  :  le 
nombre  des  combinaisons  formées  avec  n  objets  en  prenant  un  nombre 
impair  de  ces  objets,  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des  combinaisons 
formées  avec  les  mêmes  objets  en  en  prenant  un  nombre  pair. 

Si  donc  on  pose 

puis,  en  supposant  que  m  soit  un  entier  plus  grand  que  1 , 

quand  le  nombre  entier  positif  m  contient  au  moins  un  facteur  pre- 
mier élevé  à  une  puissance  plus  grande  que  un,  et  enfin 

e.  =  (-ir 

quand  m  no  contient  que  des  facteurs  premiers  différents,  en  nombre 
égal  à  7?,  on  aura 

2£rf  =  0, 
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la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  d'un  nombre 
quelconque  plus  grand  que  un,  y  compris  ce  nombre  et  V unité  (*). 

Observons  en  passant,  avec  Kronecker,  que  cette  égalité  contient 
une  démonstration  de  la  formule  d'Euler 

[P][n(-^)]- 

où,  dans  le  produit  infini,  p  doit  prendre  les  valeurs  de  tous  les 
nombres  premiers  autres  que  1,  et  où  2  est  un  nombre  quelconque 
réel  ou  imaginaire  dont  la  partie  réelle  est  toutefois  plus  grande 
que  un,  afin  que  la  série  et  le  produit  infini  soient  absolument  con- 
vergents. En  effet,  en  développant  le  produit  infini,  on  trouve  évi- 
demment 

et  d'ailleurs  le  produit  des  deux  séries 


n"-  ^^  m-       ^*—  [mny 


est  égal  à  un,  car  si  a  est  un  entier  quelconque  plus  grand  que  un, 

1 
le  terme  —  y  figurera  avec  un  coefficient  égal  à  la  somme  Se^  éten- 
due à  tous  les  diviseurs  du  nombre  a. 

13.  Considérons  maintenant  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque m,  désignons  par  f{x)  une  fonction  numérique  définie  pour 
toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  a?,  et  définissons  la  fonc- 
tion numérique  F(m)  par  la  formule 

(1)  F(m)  =  md). 

où,  dans  le  second  membre,  la  sommation  est  étendue  à  tous  les 
diviseurs  rf  de  m,  y  compris  m  et  l'unité. 

Nous  allons  démontrer  que  Ton  a  inversement 


{*)  En  effet  l'iinité  n'intervient  pas  au  nombre  des  diviseurs  de  m  dans  le 
lemme  énoncé  plus  haut,  car  elle  ne  renferme  aucun  facteur  premier;  en  con- 
venant de  considérer  l'unité  comme  renfermant  zéro  facteur  premier,  c'est-à-dire 
un  nombre  pair,  on  remplacerait  dans  l'énoncé  du  lemme  :  surpasse  d'une  unité 
par  :  est  égal  à. 
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m 
1 


(2)  f{m)  =  ^za\n'^ 


si  Ton  remplace  en  effet  ^[-r)  par  sa  définition,  dans  le  second 
membre,  il  deviendra 

où  le  second  signe  S  se  rapporte  à  tous  les  diviseurs  d  de  -y  ;  si 
l'on  réduit  les  termes  semblables,  on  voit  que  f{d')  sera  multiplié 
par  Ï£5,  où  la  sommation  s'étend  à  tous  les  diviseurs  8  de  m  tels  que 
—  soit  divisible  par  d\  ou  que  -p  soit  divisible  par  ô,  c'est-à-dire  à 

0  Cl 

tous  les  diviseurs  de  —  ;    on  aura  donc    1\  =  0    si  d'  n'est  pas 

d 
égal  à  w,     Ï£ç  r=  £i  =  1     si  c^'  est  égal  km.  On  a  donc  bien 

Mmd')]  =  f{m). 
Réciproquement,  si  la  fonction  numérique    f(m)     est  définie  par 
l'égalité  (2),  la  fonction  F(m)  satisfera  à  l'égalité  (1)  ;  la  démons- 
tration est  la  même. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  définition  du  symbole  z^  et  si  l'on  suppose 
que  le  nombre  m  soit  décomposé  en  ses  facteurs  premiers, 

m  =  p'^qh'^.  .    . .  v/", 
p,  q,r,  .  .  .,  u  étant  différents,  on  voit  que  l'égalité 

Y{m)  =  -.f[d) 
équivaut  à  la  suivante  : 


«.,  =  r,.,--P)--©--"'-^ 


\pqrj 


où  -F(- j    est  mis  pour  la  somme     f( -j  '^^H~)  ~^^H~]'^" 

.P(^;)'pour.aso.„n.o     .g)  .  l-g) -.  pg)  . -.     o.. 

En  particulier  l'égalité 

m=:^o{d) 
équivaut  à  celle-ci  : 

m       _  m       ^  m 

o(m)  =  m  — S--t-S S H--- 

'  ^     ^  ;)  pq  pqr 

et  Ton  voit  que  /  éqalité 

m=:^o{d) 

définit  entièrement  la  fonction  numérique  o{m). 
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Observons  encore,  relativement  à  la  formule 

7M         7/1  m 

o(m)  =  m  —  S hzi 1 \-  •■•, 

.  V     /  p  pq  pqj^ 

qu'elle  exprime  simplement  ce  fait  évident  que,  si  Ton  supprime  des 
nombres  1,  2,  ...,  m  les  nombres  qui  ont  un  diviseur  commun 
avec  m,  il  ne  restera  que  les  nombres  premiers  à  m. 

Imaginons  en  effet  les  nombres    1,  2,  . . .,  m    écrits  dans  un  ta- 
bleau 

(1)  -f-1,  +  2,  ...,H-m 

et  tous  affectés  du  signe  +;  adjoignons  à  ce  tableau  celui  des  nombres 

m 
—  p,  —2/9,  —3/9,   .  ...,  — -p, 


(2)       ■ 

—  q,  —'^q,    —3^,    .  .  .  .,   —-q, 


dont  chaque  ligne  est  obtenue  en  plaçant  le  signe  —  devant  un  des 
multiples  de  Tun  des  nombres  /?,  ^,  r,  . .  qui  sont  au  plus  égaux 
à  m  ;  adjoignons-y  encore  le  tableau 


m 


(3) 


pq,   -h'2,pq,   -+-Spq,    ....,  -^—P9^ 
pr,    -^"^pr,    +3/?r,    ....,   h pr. 


dont  chaque  ligne  est  obtenue  en  mettant  le  signe  +  devant  un 
multiple  de  l'un  des  produits  différents  obtenus  en  prenant  (/ewa?  des 
nombres  p,  9,  r,  .  .  . ,  multiple  qui  doit  être  au  plus  égal  à  m  ; 
adjoignons-y  encore  le  tableau 


(4) 


ïïl 

pqr,  —  2pqr,  —  3pqr,    .  .  .  . , pqr, 

pqs,    —"^pqs,    -3pqs,    ....,  — —^pqs, 


et  ainsi  de  suite,  en  alternant  les  signes  à  chaque  tableau,  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  épuisé  toutes  les  combinaisons  une  aune,  deux  à  deux,  ..., 
n  à  72  des  n  lettres  p,  9,  r,  ...,  u.  Dans  le  tableau  final  (T)  les 
nombres  premiers  h  m  ne  figureront  qu'une  fois,  dans  (1),  avec  le 
signe  +  ;  considérons  maintenant  un  nombre  A  non  premier  avec 
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m,  et  non  supérieur  à  m,  qui  ait  avec  m  exactement  k  facteurs 
premiers  distincts  communs,  savoir  p,  q,  r,  . . .,  t  :  A  figurera  une 
fois  dans  (1)  avec  le  signe  H- ;  il  figurera  dans  les  p  lignes  de  (2), 
à  savoir  les  lignes  qui  contiennent  les  multiples  de  p,  de  q,  . . . ,  ou 
de  r,  A  figurera  Cf.  fois  dans  (3),  à  savoir  dans  les  lignes  qui  con- 
tiennent les  multiples  du  produit  de  deux  des  nombres  p,  q,  .  . .,  t\ 
etc..  En  résumé,  si  dans  le  tableau  final,  on  réduisait  les  termes 
semblables  comme  dans  une  addition,  A  figurerait  avec  le  coeffi- 
cient 

'^'k  ~+~  ^k  —  ^k 


i-a-+-c!.-a+ ...  r=o. 


Il  suffit  maintenant  d'observer  que  les  tableaux  partiels  (1),  (2), 
(3),  . . .  contiennent  respectivement  m,  ^  —  '  2à~  '  "  '  ^^^"^^^ 
pour  obtenir  l'expression  développée  de  o  [m). 

14.  Cette  démonstration  nous  a  appris  quelque  chose  de  nou- 
veau, en  nous  montrant  comment  on  peut  constituer  rensemble  des 
nombres  1,2,..  ,  m  qui  ont  un  diviseur  commun  avec  m  ;  nous 
allons  l'appliquer  immédiatement,  ainsi  que  le  théorème  du  para- 
graphe précédent,  à  l'équation  binôme 

en  conservant  les  mômes  notations  pour  le  nombre  m  supposé  dé- 
composé en  ses  facteurs  premiers. 

En  posant  —- 

^  Xh  =  e'"  , 

on  a 

Ar=m 


-»=n 


X  —  Xk)'j 


/t— l 


et  en  observant  que  l'on  a,  par  exemple, 


k= 


TJ(a?  —  xkp)  =  ic^  —  1, 

k=l 

la  démonstration  précédente  montre  clairement  que  l'expression 

IIU^'^ — 1/llU^* — 1  / . . . 


K(x)  =  {x^'  -  1 


nU"-i)nix''^^"-ij.-.. 
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n(    m        \  !!!  - 

yx^'—ij      est  le  produit  des  facteurs    x^'—\,    a?3  — 1,  ..., 

où  ll\a;^^  — 1/    est  le  produit  des  facteurs   x^"?— 1,    x^'"' —  i,  ..., 
etc.,  n'est  autre  chose  que  le  produit  des  facteurs    x  —  xk    pour 
lesquels   k  est  premier  à  m. 
Si  Ton  pose  maintenant 

F  (m)  =  log(a7"'  —  1), 

f{m)  =  \og(i{x), 
on  aura 

f(n,)  =  -^^.l^  Ç] 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  de  d  et  le  symbole 
la  ayant  le  sens  déjà  défini;  on  en  conclut 

et  par  suite 

a;"'  — 1  =.  JJo,(a;), 

chacun  des  facteurs  0,,(.t)  ne  contenant  plus  que  les  facteurs  premiers 
relatifs  aux  racines  primitives  de  l'équation    x''  —  1. 
On  a  par  exemple 

a,co_i  =:0,/i3,0,„0,,0,,0,,  0,0,0,030,0,; 

en  posant 

0,„  =  x''  -+-  x''^  —  x'''  —  x'  —  x'  -i-  a-'  +  1, 

O3,,  —  x^  -^  x^  —  x'"^  —  x''  —  x'^  ^  X  -h  i, 
0,0  =0;^  —  x''  4-  x''  —  x^  -h  1, 
Oj ,  =  x^  —  x^  -h  x'^  —  x^  +  x^    -  a?  4-  1 , 
0,2  =  x^  —  x^-\-i, 
O^o  =  x^  —  x^  ~\-  X"  —  X  -hi, 
Og  =  a;2  —  a?  -h  I , 

0.   =   .T^  -I-  X^  -hX'^-h  X  ^  \, 
0^   =  .T^  +  l, 

O3  =  x^-hx-^i^ 
0,  z=  x+i, 

b,  =  X  -  y. 


CHAPITRE    II 
DES     CONGRUENCES     DE    MODULE     PREMIER 


I.  —  Divisibilité  suivant  un  module  premier. 

15.  Nous  allons  aborder  maintenant  la  théorie  générale  des  con- 
gruences,  en  insistant  tout  particulièrement  sur  le  cas  du  module 
premier.  Nous  avons  vu  en  effet  qu'on  pouvait,  en  pratique,  ramener 
tous  les  cas  à  celui-là  ;  ce  n'est  d'ailleurs  pas  une  raison  suffisante 
pour  écarter  complètement  l'étude  théorique  du  cas  général,  car, 
lorsqu'on  résout  un  problème  en  le  décomposant  en  d'autres  pro- 
blèmes plus  aisés  à  aborder,  la  vraie  nature  de  la  solution  échappe 
souvent.  Mais,  en  fait,  dans  ce  qu'on  peut  appeler  la  théorie  générale 
descongruences,  par  analogie  avec  ce  qu'on  nomme  théorie  générale 
des  équations,  l'étude  des  modules  premiers  est  de  beaucoup  la  plus 
intéressante,  précisément  parce  que  l'analogie  avec  la  théorie  des 
équations  y  est  très  grande.  Un  exemple  fort  simple  le  fera  bien 
comprendre  et  en  même  temps  fera  pressentir  les  difficultés  qu'on 
rencontrerait  dans  une  étude  du  cas  des  modules  composés. 

Considérons  la  congruence 

(a^  — l)(a^  — 3)  =  0  ■'    (mod.  7). 

D'après  une  remarque  déjà  faite,  le  produit  {x  —  i){x—'S)  ne 
peut  être  nul  (mod.  7)  que  si  l'un  de  ses  facteurs  est  nu/(mod.  7)  [nous 
disons,  pour  abréger  le  langage  et  surtout  pour  le  rendre  plus 
expressif  :  nul  (mod.  7),  au  lieu  de  :  congru  à  zéro  suivant  le  module  7 
ou  divisible  par  7].  La  congruence  proposée  a  donc  seulement  deux 

racines,  qui  sont  "  ,       ,    ^. 

x  =  i  (mod.    /), 

h  x  =  3  (mod.  7). 

Considérons  maintenant  la  congruence 

(x  —  i){x  —  'S)  =  0  (mod.  12). 
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On  vérifie  sans  peine  qu'elle  admet  les  quatre  racines 

/   ip  =  1 

^  (mod.  12). 

a:  =  7 

57  =  9 

De  môme,  la  congruence 

{x—i)[x  —  ^)  =  ^  (mod.  9) 

admet  les  trois  racines 

X  ^  i 

0?  =  4  (mod.  9). 

a?  =  7 

On  voit  que,  dans  le  cas  du  module  premier,  l'analogie  de  la 
congruence  considérée  avec  une  équation  du  second  degré  ayant  ses 
deux  racines  réelles,  est  aussi  parfaite  que  possible  ;  il  en  est  tout 
autrement  dans  le  cas  du  module  composé.  Aussi,  allons-nous  nous 
occuper  exclusivement  des  modules  premiers. 

16.  L'exemple  que  nous  venons  de  donner,  et  aussi  l'analogie 
pressentie  et  cherchée  avec  la  théorie  des  équations,  conduisent  à 
penser  que  la  théorie  générale  des  congruences  a  pour  base  une 
théorie  de  la  divisibilité  analogue  à  celle  qui  est  faite  en  Algèbre 
pour  les  polynômes.  C'est  en  effet  d'une  étude  de  la  divisibilité, 
faite  au  point  de  vue  spécial  des  congruences^  que  nous  allons  nous 
occuper  tout  d'abord  ;  c'est  ce  que  nous  appellerons  la  théorie  de  la 
divisibilité  suivant  un  module  premier. 

Si  l'on  voulait  faire  une  théorie  de  la  divisibilité  des  nombres 
entiers  par  rapport  à  un  module  premier  p,  elle  serait  tout  de  suite 
terminée  :  tout  d'abord,  si  l'on  traite  les  nombres  congrus  (mod.  p) 
comme  égaux,  il  n'y  a  plus  qu'un  nombre  fini  de  nombres  distincts, 
à  savoir  les  nombres  0,  1,  2,  ...,  p  — 1.  Le  théorème  :  un  produit 
de  deux  facteurs  ne  peut  être  nul  (mod.  p),  c'est-à-dire  divisible 
par  p,  que  si  l'un  des  facteurs  est  nul  (mod.  p)  subsiste,  ainsi  que 
ses  conséquences  ;  mais  tout  nombre  doit  être  regardé  comme 
divisible  (mod.  p)  par  un  nombre  quelconque  non  nul  (mod.  p), 
puisque  si  a  n'est  pas  nul  (mod.  />),  la  congruence 

ax  ^  b  (mod.  p) 
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admet  une  solution,  en  sorte  qu'il  n'y  a  rien  de  pareil  aux  nombres 
premiers. 

Les  nombres  distincts  et  différents  de  0  (mod.  p),  c'est-à- 
dire  les  nombres  1,  2,  ...,  p  — i  forment  un  groupe  fini, 
c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  eux  est 
congru  à  un  de  ces  nombres  (mod.  p),  et  c'est  à  cette  proposition 
jointe  à  ce  fait  qu'un  produit  de  deux  facteurs  ne  peut  être  nul  que 
si  l'un  des  facteurs  est  nul,  que  se  rattache  la  démonstration  du 
théorème  de  Fermât. 

Au  contraire  la  théorie  de  la  divisibilité  des  polynômes  par  rapport 
à  un  module  premier  p  va  nous  fournir  les  analogues  des  théories 
du  plus  grand  commun  diviseur,  des  nombres  premiers,  etc. . . 

Uappclons  que,  sauf  indication  expresse  du  contraire,  tous 
les  polynômes  considérés  sont  à  coefficients  entiers.  Comme  nous 
l'avons  déjà  expliqué,  nous  dirons  qu'un  polynôme  f{x)  est  identi- 
quement nul  (mod.  p)  lorsque  tous  ses  coefficients  sont  divisibles 
par  p;  et  qu'un  polynôme  f{x)  admet  la  racine  x  =  y.  (mod.  p) 
si  /"(a)  est  nul  (mod.  p),  c'est-à-dire  est  divisible  par  p. 

La  proposition  fondamentale  qu'un  produit  de  deux  nombres  ne 
peut  être  nul  (mod.  p)  que  si  un  des  facteurs  est  nul  s'étend  sans 
peine  aux  polynômes  :  Le  produit  de  deux  polynômes  f\x)  et  g{x)  ne 
peut  être  identiquement  nul  (mod.  p)  que  si  un  des  fadeurs  est  identi- 
quement nul  (mod.  p). 

En  effet,  si  f  et  g  ne  sont  pas  identiquement  nuls  (mod.  p),  or- 
donnons-les par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  et 
désignons  par  F  et  G  les  premiers  coefficients  qui  ne  soient  pas 
nuls  (mod.  p)  ;  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  le  produit,  après 
suppression  des  termes  à  côeflicient  nul  (mod.  p),  aura  un  coefli- 
cient  congru  à  FG  (mod.  p)  et  par  suite  non  nul  (mod.  p).  Le  pro- 
duit n'est  donc  pas  identiquement  nul  (mod.  p). 

Si  nous  convenons,  comme  il  est  naturel,  de  ne  pas  tenir  compte, 
en  évaluant  le  degré  d'un  polynôme,  des  termes  dont  les  coeflicients 
sont  nuls  (mod.  p),  nous  voyons  que  si  l'on  a 

f{x)g{x)  =  o(x)  (mod.  p), 

le  degré  de  o{x)  est  égal  à  la  somme  des  degrés  de  f  et  de  g.  Nous 
dirons  que  o(a:)  est  divisible  par  f{x)  (mod.p):  ^ (a?)  est  le  quotient 
(mod.  p)  de  o{x)  par  f{x). 

Comme  dans  la  suite  de  ce  chapitre  il  sera  presque  exclusivement 
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question  de  polynômes  nuls  (mod.  p)  ou  divisibles  Fun  par  l'autre 
(mod,  p),  etc.,  nous  sous-entendrons  souvent  rind'ication  «  (mod.  jt?)  ». 
Les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés  jusqu'ici  rendront 
sans  doute  toute  confusion  impossible.  Ainsi  lorsque  nous  dirons 
simplement  que  f[x)  est  divisible  far  o[x)^  il  faudra  sous-entendre  : 
(mod.  p);  lorsque  nous  voudrons  dire  que  f{x)  est  divisible  par 
cp(j;-),  au  sens  ordinaire  de  l'algèbre,  nous  emploierons  l'expression  : 
((  algébriquement  divisible  ». 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  tout  d'abord  que,  éta^^t  donnés  deux 
polynômes  f{x)  et  cp(a;),  et  le  degré  de  o  étant  inférieur  au  degré  de /", 
on  peut  toujours  déterminer  des  polynômes  Q.[x)  et  R(a?)  tels  que 

l'on  ait 

f{x)~<.{x)(i{x)-^-^{x), 

le  degré  de  R(a7)  étant  inférieur  à  celui  de  o[x).  On  suppose,  bien 
entendu,  que  cp(a?)  n'est  pas  identiquement  nul. 

11  est  clair  que  si  le  coefficient  du  terme  de  degré  le  plus  élevé 
dans  o[x)  est  égal  à  l'unité,  il  suffit  d'effectuer  la  division  algébrique 
de  f{x)  par  o[x)  pour  obtenir  un  résultat  de  cette  forme.  En  effet, 
d'après  la  règle  de  la  division,  on  n'aura  jamais  à  écrire  que  des 
nombres  entiers. 

Il  est  facile  de  ramener  à  ce  cas  particulier  celui  où  le  premier 
coefficient  de  o[x)  a  une  valeur  quelconque  a  [non  nulle).  Soit  a' 
l'associé  de  a;  a'o[x)  sera  congru  à  un  polynôme  m[x)  d'ans  le- 
quel le  premier  coefficient  sera  égal  à  l'unité.  Divisons  f{x)  par 

ro(a?);  nous  aurons 

f{x)  =  T.[x)'^[x)-^T[x), 
d'oii 

f{x)  =  o{x).a'^{x)^  T[x). 

On  peut  d'ailleurs  procéder  différemment  ;  il  suffit  de  multiplier 
f{x)  ou  chaque  dividende  partiel  par  un  nombre  tel  que  la  division 
soit  possible  sans  introduire  de  fraction  ;  on  obtient  ainsi  une  égalité 
de  la  forme 

et  si  nous  désignons  par  A'  l'associé  de  A,  nous  aurons 

f{x)  =  o{x).k'^x)-^k!T{x). 

Enfin,  il  est  clair  qu'on  peut  également  effectuer  la  division  algé- 
briquement, sans  s'inquiéter  des  nombres  fractionnaires,  et  dans  le 
résultat  linal,  considérer  ces  nombres   fractionnaires  comme  des 
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symboles  et  les  remplacer  par  les  nombres  entiers  équivalents, 
ainsi  que  nous  l'avons  explique  dans  la  théorie  des  congruences  du 
premier  degré.  Ce  procédé  serait  surtout  avantageux  si  Ton  avait  à 
effectuer  une  même  division  suivant  plusieurs  modules  différents. 
Par  exemple,  on  a  algébriquement 

Donc  en  remarquant  que  Ton  a 

h» 

on  en  conclut 

4r3  +  1  E^  (2a^  —  1  )(2.r2  -h  x  +  2) 

De  même,  en  tenant  compte  des  congruences 

h' 

on  aurait 

\x^  -h  1  =  (2a?  —  l)(2.x-2  -+-  a:  +  4)  + 

17.  Le  théorème  fondamental  sur  lequel  repose,  comme  en 
algèbre,  toute  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  est  le  sui- 
vant : 

Lorsquon  a  mis,  comme  il  vient  d'être  expliqué,  f\x)  sous  la  formée 

f[x)  =  o{x)Q{x)^R{x), 
les  diviseurs  communs  à  f  et  à  o  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  com- 
muns à  o  et  h  R. 

La  démonstration  s'appuie  de  môme  qu'en  algèbre  sur  des  théo- 
rèmes élémentaires  qu'on  peut  résumer  ainsi  :  le  polynôme  cp  [x) 
divisant  f{x)  et  g{x)  divise  aussi  Af-h  B^,  A  e«  B  étant  deux  nom- 
bres ou  polynômes  quelconques.  Il  semble  inutile  de  s'attarder  plus 
longuement  sur  ces  éléments  ;  contentons-nous  d'énoncer  les  pro- 
positions essentielles,  on  indiquant  seulement  les  différences  des 
démonstrations  avec  celles  que  l'on  donne  en  algèbre. 

Il  résulte  clairement  du  théorème  fondamental  que  pour  que  f{x) 
soit  divisible  par  o{x),  il  faut  et  il  sufiit  que  R(x')  soit  identique- 
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ment  nul  ;  car  R(a;)  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  o.  (On  aurait 
pu  aussi  déduire  ce  résultat  de  la  théorie  algébrique  de  la  division). 

On  voit  également  qu'il  existe  ici  un  algorithme  du  plus  grand 
commun  diviseur,  en  tous  points  semblable  à  celui  qui  est  connu 
en  algèbre  et  en  arithmétique  élémentaire.  Les  diviseurs  communs 
à  deux  polynômes  sont  aussi  tous  les  diviseurs  de  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

Enfm  il  résulte  également  de  la  suite  môme  des  opérations  qu'on 
exécute  que  si  des  polynômes  f  et  g  de  degrés  m  et  n  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  D  de  degré  [x,  il  existe  des  polynômes  fi 
et  Qi,  dont  les  degrés  respectifs  sont  inférieurs  h  m  —  [i  et  n  —  [x 
et  tels  que  l'on  ait 

En  particulier  si  D  est  une  constante,  c'est-à-dire  si  les  polynômes 
sont  premiers  entre  eux^  il  existe  des  polynômes  /l  et  ^i  de  degrés 
au  plus  égaux  h    m  —  1     et    n  — 1     et  tels  que  l'on  ait 

comme  on  le  voit  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  congruence 
précédente  par  l'associé  de  D. 

Les  propriétés  du  plus  grand  commun  diviseur  permettent  de 
démontrer  comme  en  arithmétique  ou  en  algèbre  toutes  les  propo- 
sitions relatives  à  la  divisibilité  ;  par  exemple  :  on  ne  change  pas  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes,  en  multipliant  Vun 
d'eux  par  un  polynôme  premier  avec  l'autre^  et  en  particulier  :  si  un 
polynôme  divise  un  produit  de  deux  facteurs  et  est  premier  avec  Vun 
d'eux,  il  divise  Vautre.  Signalons  encore  ce  théorème  très  important  : 
si  un  polynôme  est  divisible  par  plusieurs  autres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  il  est  divisible  par  leur  produit. 

Pour  compléter  l'analogie  de  cette  théorie  avec  celle  de  la  divisi- 
bilité des  nombres  entiers,  il  nous  reste  à  introduire  la  notion  qui 
correspond  à  celle  de  nombre  premier,  c'est-à-dire  de  nombre  n'ad- 
mettant pas  d'autres  diviseurs  que  lui-même  et  l'unité.  Nous  appel- 
lerons polynôme  irréductible^*^  un  polynôme  qui  n'admet  que  des  divi- 
seurs d'un  degré  égal  au  sien  ou  de  degré  zéro,  c'est-à-dire  qui  ne 


(*)  Il  s'agit,  bien  entendu,  de  V irréductibilité  suivant  le  module  -p  par  rapport 
auquel  on  considère  les  congruences  ;  nous  supprimons  les  mots  (mod.  p),  comme 
on  Ta  expliqué  au  §  16. 
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peut  pas  être  décomposé  en  un  produit  de  deux  facteurs  polynômes. 
11  est  sûr  que  les  polynômes  du  premier  degré  satisfont  à  cette  défi- 
nition; mais  il  est  facile  de  constater  qu'ils  ne  sont  pas  les  seuls. 
Considérons  par  exemple  le  polynôme  x^  —  2  (mod.  7).  Il  est 
clair  que,  si  ce  polynôme  n'est  pas  irréductible,  il  admet  au  moins 
un  diviseur  du  premier  degré.  Or,  si  Ton  avait 

on  pourrait  poser,  a  n'étant  certainement  pas  nul  (mod.  7), 

x,=  --  (mod.  7), 

et  il  en  résulterait 

a?^  —  2  =  0  (mod.  7). 

Or  on  voit  aisément  que  a?»  —  2  ne  peut  pas  élre  divisible  par  7, 
quelque  valeur  entière  que  l'on  donne  à  x^.  Il  suffit  pour  s'en  con- 
vaincre, de  chercher,  par  la  méthode  de  tâtonnements  dont  il  a  été 
déjà  question,  les  racines  de  la  congruence 

^3  _  2  =  0  (mod.  7). 

On  constate  qu'e//e  n'en  a  pas.  Le  polynôme  donné  est  donc  irré- 
ductible (mod.  7). 

II.  —  Polynômes  irréductibles. 

18.  La  propriété  caractéristique  des  polynômes  irréductibles  est 
la  même  que  celle  des  nombres  premiers  :  Si  f  est  un  polynôme 
irréductible  et  F  un  pohjnome  quelconque,  ou  f  divise  F,  ou  f  est 
premier  avec  F.  On  en  conclut  qnun  polynôme  irréductible  ne 
peut  diviser  un  produit  de  facteurs  que  s'il  divise  au  moiyis  Cun  des 
facteurs,  ce  qui  permet  d'énoncer  la  condition  pour  que  deux  produits 
de  facteurs  irréductibles  soient  divisibles  l'un  par  l'autre  et  de  mon- 
trer qu'wn  polynôme  ne  peut  être  décomposé  que  d'une  seule  manière  en 
produit  de  facteurs  irréductibles,  {^ous  Msons,  bien  entendu,  abs- 
traction des  facteurs  numériques). 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte,  au  moins  théoriquement,  de 
quelle  manière  on  peut  cfiectuer  cette  décomposition.  Il  y  a  p  po- 
lynômes irréductibles  distincts  du  premier  degré:  x,  a;-f-l, 
ce  H-  2,  ...,     x-\-p  —  i\     on  cherchera  d'abord  si  le  polynôme  pro- 
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posé  est  divisible  par  l'un  d'eux  et  on  effectuera  la  division,  si 
elle  est  possible  ;  on  opérera  de  même  sur  le  quotient  et  on  conti- 
nuera ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  quotient  qui  ne  soit  plus 
divisible  par  aucun  des  polynômes  irréductibles  du  premier  degré  ; 
on  aura  mis  ainsi  le  polynôme  donné  f[x)  sous  la  forme 

f[x)  =  (a?  -H  cL^){x  -\-  cL^)  .  .  .  (.T  +  a/,)  /;  (a-), 

fx[x)  n'admettant  plus  que  des  facteurs  irréductibles  d'un  degré  su- 
périeur au  premier. 

On  pourrait  diviser  successivement  f\[x)  par  tous  les  polynômes 
irréductibles  du  second  degré,  puis  du  troisième,  etc.,  mais  ce  pro- 
cédé exige  que  l'on  connaisse  ces  polynômes.  Si  on  ne  les  connaît 
pas,  on  divisera  fx{x)  par  les  p'^  polynômes  distincts  du  second 
degré,  sans  se  préoccuper  s'ils  sont  ou  non  irréductibles  ;  si  fx[x) 
est  divisible  par  l'un  d'eux,  celui-là  est  certainement  irréduc- 
tible, car  sinon  il  admettrait  un  diviseur  du  premier  degré,  lequel 
diviserait  A(^),  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  (Ces  p^  polynômes 
distincts  du  second  degré  s'obtiennent  en  donnant  séparément  à  a  et 
p,  dans  l'expression  ^•2  +  ax4-p,  p  valeurs  formant  un  système  com- 
plet de  nombres  incongrus).  On  passera  de  même  aux  diviseurs  du 
troisième  degré  après  avoir  épuisé  ceux  du  second,  et  ainsi  de  suite 

jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  polynôme  g{x),  de  degré  h,  qui  ne 

h 
soit  divisible  par  aucun  polynôme  de  degré  inférieur  ou  égal  à  -  ; 

ce  polynôme  g{x)  sera  nécessairement  irréductible. 

On  peut  d'ailleurs  montrer  que  le  nombre  des  polynômes  irré- 
ductibles est  illimité  par  un  raisonnement  tout  à  fait  pareil  à  celui 
par  lequel  on  démontre  que  la  suite  des  nombres  premiers  est  illi- 
mitée. Comme  le  nombre  des  polynômes  distincts  de  chaque  degré 
est  limité,  on  en  conclut  qu'il  existe  des  polynômes  irréductibles 
dont  le  degré  dépasse  tout  nombre  donné  à  l'avance.  Nous  démon- 
trerons plus  loin  qu'il  existe  des  polynômes  irréductibles  de  ^owsles 
degrés. 

19.  Ces  résultats  étant  acquis,  nous  pouvons  aborder  l'étude  des 
congruences  en  général.  Si  nous  cherchons  à  continuer  l'analogie  de 
cette  théorie  avec  l'algèbre,  la  proposition  suivante  s'offre  d'abord 
à  nous  :  Pow^  quune  congruence 

f[x)  ^  0  (mod.  p) 


38  THEORIE   DES    NOMBRES 

admette  la  racine      x  ^  a^      il  faut  et  il  suffit  que  son  premier  mem- 
bre soit  divisible  par  x  —  a. 
En  effet,  on  a,  algébriquement, 

f(x)  =  {x-a)Q(x)  +  f{a). 
Donc  on  a 

f{x)  =  {x-a)Q  {x)-+-f{a)  (mod.  p), 

formule  qui  pouvait  d'ailleurs  être  établie  directement  et  d'où  Ton 
déduit  le  théorème  énoncé.  Il  résulte  de  là  qnunecongruence  irréduc- 
tible (c'est-à-dire  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  irréduc- 
tible dont  le  degré  dépasse  Tunité)  na  pas  de  racines  (*). 

En  général  on  peut  dire  que  :  le  nombre  des  racines  d'une  congruence 
est  égal  au  nombre  des  facteurs  irréductibles  du  premier  degré  de  son 
premier  membre  (on  tient  compte,  bien  entendu,  des  facteurs  multiples 
en  attribuant  aux  racines  correspondantes  un  degré  de  multiplicité). 

Une  congruence  ne  peut  donc  avoir  plus  de  racines  qu'il  n'y  a 
d'unités  dans  son  degré.  Par  exemple,  la  congruence 

^•M-2.t2  —  3  =  0  (mod.  7) 

a  trois  racines  ;  car  on  a 

x^ -^^x""  —  ^  =  [x—if[x  —  ^)  (mod.  7); 

au  contraire  la  congruence 

^3-h5a^2+a^_  2  =  0  (mod.  7) 

a  une  seule  racine,  car  on  a 

a:3-+-oa:2+a?  —  2  =  (a;2-hl)(^  — 2)  (mod.  7) 

et  le  binôme    x^ -^  1     est  irréductible  (mod.  7). 

On  voit  l'importance  qu'il  y  aurait  à  connaître  une  méthode  directe 
permettant  de  trouver  sans  tâtonnements  les  facteurs  irréductibles 
du  premier  degré  d'un  polynôme  donné.  Nous  supposerons  que  tous 
ces  facteurs  du  premier  degré  sont  simples  ;  on  verrait  eri  effet  facile- 
ment qu'on  peut  transporter  ici  sans  modification  la  méthode  dite  «  des 
racines  égales  ».  On  voit  immédiatement,  en  effet  que  lorsque  deux  po- 
lynômes sont  congrus,  il  en  est  de  môme  de  leurs  dérivées  d'ordre 
quelconque,  et  l'on  peut  de  plus  ajouter  que  cette  proposition  sub- 


(*)  Il  semble,  <au  premier  abord,  qu'il  y  ait  là  une  différence  très  profonde  avec 
l'algèbre  ;  il  ne  faut  pas  trop  s'en  étonner  ;  nous  n'avons  en  effet  encore  rien  intro- 
duit qui  corresponde  à  la  notion  des  nombres  algébriques;  nous  verrons  plus  loin 
qu'en  réalité,  il  y  a  ici  avec  l'algèbre  une  différence  moins  grande  qu'il  ne  paraît 
tout  d'abord. 
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siste,  si  on  remplace  les  dérivées  d'ordre  k  par  leur  quotient  par  k! 

f'Hx) 
11  suffit,  en  effet,  de  remarquer  que  '-jj    est  ynr  définition  le  coef- 
ficient de  h^'  dans  le  développement  de    f[x  +  h)     suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h  (*). 

Considérons  donc  un  polynôme  f{x)  n'ayant  que  des  facteurs 
simples  du  premier  degré;  il  est  clair  que  le  produit  de  ces  facteurs 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  du  polynôme  proposé  et  du 

polynôme 

o[x)  =  :i-(.T+i)(a'  +  2)  ...  [x^p—  I). 

Si  nous  posons 

o  {x)  =  x^-^  k,xv-'  +  k^x^'-""  -f-     .  .  +  A^,_t^, 
et  par  suite, 
»(x+l)=.''+f,r-'+...-H    M^-l)--.(p-/^+i),„-.^ _,        ?.+i 


H-  A„_2aj24- A„_2  2J7-I-A 


nous  aurons,  en  écrivant  l'identité 

a?o(x+  1)  =  [x-h  p)o(x), 
les  relations 

A2^-/?Al   =   A2+  —y-  Ai+  ^ —    . 

A34-?'A2=  A3  +  — j— A2+ — A,+  ^^^ 


pA^;_i  =  A^;_i  -1-  A^,_2  4-  .  .  .     +  A,  H-  Al  4-  1 


(*)  Une  petite  difficulté  se  présente  dans  la  méthode  des  racines  égales  lorsque, 
les  exposants  de  tous  les  termes  d'un  polynôme  f{x)  étant  des  multiples  de  p, 
l'{x)  est  identiquement  nul  (mod.  p).  On  voit  facilement  que  dans  ce  cas,  on 
doit  supprimer  les  facteurs  p  introduits  par  la  dérivation  ;  si  tous  les  exposants 
dans  f{x)  sont  divisibles  par  p^,  on  considérera  —f'i^)  f^"  lieu  de  f'{x). 


0(   TïïF 
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qui  permettraient  de  calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  A. 
Au  lieu  de  faire  ce  calcul,  nous  remarquerons  que  Texpression 

p{p-i{p--'^)  ...  (P-A-  +  1) 
k! 

qui,  comme  on  le  sait,  est  un  nombre  entier,  est  divisible  par  p 
lorsque  p  est  un  nombre  premier;  en  effet,  k  étant  inférieur  à  p, 
le  facteur  premier  p  entre  une  fois  en  facteur  au  numérateur 
et  n'entre  pas  au  dénominateur.  Il  résulte  alors  de  nos  équations 

/        Al  =  0 

i         A,  =  0, 


A;._,  =  0, 

A,^i  =  -  1 


(mod.  p). 


et  par  suite 

o(;r)  =  .2-?'  —  X  (mod.  p). 

Nous  aurions  pu  facilement  prévoir  ce  résultat;  en  effet,  d'après 
le  théorème  de  Fermât,  la  congruence 

x^'  —  a?  ^  0 
admet  les  p  racines  distinctes     0,  1,2,  ...,p — 1,     ou    0,    —1, 

—  2,  .  .  . ,  —  p  H-  I  ;     on  a  donc 

xP  —  x={x-hp—  \){x^p  —  '^)...  (.r  +  2)(a^+i).r. 

Ce  calcul  constitue  d'ailleurs  une  nouvelle  démonstration  du  théo- 
rème de  Fermât,  ayant  pour  base  la  formule  du  binôme  et  la  re- 
marque faite  sur  ses  coefficients.  Il  existe  une  démonstration  plus 

simple  fondée  sur  le  même  principe  ;  on  a 

f 
{a-\-by>  =  ay-hbi'  ^     (mod.  p), 

d'où 

(a  ^by  —  {a-^b)  =  a^>  —  «  -h  0^'  -  b       (mod.  p). 

Le  théorème  de  Fermât  est  donc  vrai  pour  la  somme  de  deux  nom- 
bres, lorsqu'il  est  vrai  pour  ces  deux  nombres  ;    comme  il  est  vrai 
pour  Vunité,  il  est  toujours  vrai. 
La  formule  identique 

{x-{-i)  ...  {x-hp  —  i)=  oc^~'  —  i        (mod.  p) 
conduit  également  à  plusieurs  autres  conséquences  intéressantes;  en 
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égalant  les   termes   constants  dans  les  deux  membres  on  obtient 

1.2...(p  — i)  =  — 1  (mod.  p), 

c'est-à-dire  le  théorème  de  Wilson.  En  égalant  les  coefïicients  des 
diverses  puissances  de  x  on  voit  que  les  autres  fonctions  symé- 
triques élémentaires  (sommes  des  produits  h  k  h  ;  h  <C  p  —  i) 
(jes  p  —  i  premiers  nombres  entiers  sont  divisibles  par  p.  En  se 
servant  des  formules  de  Newton,  qui  donnent  les  sommes  des 
puissances  semblables  de  plusieurs  quantités  en  fonction  de  leurs 
fonctions  symétriques  élémentaires,  on  reconnaît  que  la  somme  des 
Yyiiêmes  puissauccs  dcs  p  —  i  premiers  nombres  entiers  est  divi- 
sible par  p,  h  moins  que  m  ne  soit  un  multiple  de    p  —  1. 

Ainsi  pour  trouver  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  premier 
degré  d'un  polynôme,  pris  chacun  une  seule  fois,  il  suflit  de  cher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  polynôme  et  de  x^' —  x 
(ou,  si  l'on  veut,  de  xP-^  —  i,  en  supprimant  la  racine  nulle,  ce 
qu'on  peut  toujours  faire).  Le  degré  de  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  égal  au  nombre  des  racines  inégales  de  la  congruence 
obtenue  en  égalant  ce  polynôme  à  zéro. 

Comme  application,  cherchons  le  nombre  des  racines  de  la  con- 
gruence 

a^n_D^O  (mod.  p), 

en  supposant  que  n  soit  un  diviseur  de    p  —  1. 
Posons    p  —  1  =  n^;     nous  avons 

x^'-'  -- 1  =x'''—i={x''—D)  {x^^'-'^-}-Dx^^'-^^-\-..  .-^D'-^x^'-i-D^-^  )+D'^— 1 . 

Donc  si  l'on  a 

D~^  =  1  (mod.  p), 

le  plus  grand  commun  diviseur  est  x"  —  D  et  la  congruence  pro- 
posée a  n  racines.  Au  contraire,  si  l'on  n'a  pas 

D^  =  1  (mod.  p), 

la  congruence  proposée  n'a  aucune  racine. 

Il  convient  d'énoncer,  à  cause  de  sa  grande  importance,  cette 
conséquence  évidente  des  propositions  déjà  démontrées  :  si  une 
congruence  a  autant  de  racines  qiiil  y  a  (T unités  dans  son  degré .^  il  en 
est  de  même  de  toute  congruence  dont  le  premier  membre  est  un  diviseur 
du  premier  membre  de  la  congimence  proposée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'analogie  de  la  théorie  précédente  avec  la 
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théorie  des  équations  serait  complète  si  l'on  excluait  de  cette 
dernière  le  concept  de  nombre  algébrique.  Si  Tonne  considère,  en 
effet,  que  les  racines  entières  ou  fractionnaires  des  équations, 
chaque  équation  algébrique  entière  à  coefficients  entiers  a  tout 
juste  autant  de  racines  que  son  premier  membre  admet  de  diviseurs 
rationnels  du  premier  degré. 

Ce  point  de  vue  un  peu  étroit  a  été  depuis  longtemps  abandonné 
en  algèbre  ;  les  recherches  de  Galois  (1831)  permettent  aussi,  dans 
la  théorie  des  congruences,  de  se  placer  à  un  point  de  vue  plus 
élevé. 

III.  —  Théorie  des  congruences  au  point  de  vue  de  Galois. 

20.  Soit  d'une  manière  générale  f[x)  =  0  (mod.  />)  une  congruence 
dont  nous  supposons  le  premier  membre  irréductible  (mod.  p)- 
Nous  supposons  donc  qu'il  n'existe  aucune  identité  de  la  forme 

f{x)  =  P{x)  Q{x)  +  pR{x) 

où  les  polynômes  P,  Q,  R  sont  à  coefficients  entiers. 

11  n'existe  aucun  entier  qui,  mis  à  la  place  de  a?,  vérifie  la  con- 
gruence. Galois  a  été  conduit  par  là  à  introduire  dans  le  calcul  de 
nouveaux  symboles,  suivant  les  mêmes  règles  de  calcul  que  les  en- 
tiers ordinaires,  et  vérifiant  chacun  une  congruence  de  cette  nature. 
Nous  développerons  dans  une  Note  la  conception  de  Galois  d'une 
manière  précise  et  systématique  ;  pour  le  moment,  nous  observons 
que  le  calcul  d'un  symbole  i  pour  lequel  on  a,  par  définition, 

f[i)  =  0  (mod.  p) 

est  au  fond  identique  avec  celui  d'un  entier  indéterminé  i,  si  l'on 
convient  de  négliger  les  multiples  de  f[i)  :  en  d'autres  termes,  c'est 
l'étude  des  polynômes  entiers  en  x  et  i  à  coefficients  entiers,  en 
négligeant  à  la  fois  les  multiples  de  p  et  &Qf{i). 

On  est  amené  ainsi  à  un  point  de  vue  auquel  Kronecker  s'est 
constamment  placé,  en  lui  donnant  d'ailleurs  une  grande  extension; 
voici  comment,  de  ce  point  de  vue,  se  présente  la  théorie  des 
imaginaires  de  Galois.  Etant  donnés  un  nombre  entier  p  et  un 
polynôme  /"(z),  on  dira  que  deux  polynômes  cp(z),  ^{z)  sont  congrus 
suivant   le  système   de  modules  p,  f  (z),  et  l'on  écrira 

cp(2)  =  ^(z)  [modd.  p, /(z)], 
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lorsque  la  différence  cp(z)  —  4^(z)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
kp  4-  B/*(z),  A  et  B  étant  des  polynômes  entiers  en  z.  (11  est  à  peine 
utile  de  rappeler  que  tous  les  polynômes  que  nous  considérons 
doivent  avoir  leurs  coefficients  entiers.)  Cette  définition  revient  à 
dire  que  la  différence  cp(z)  —  ^{z)  est  divisible  par  f{z)  suivant  le 
module  p.  On  voit  de  suite  que,  relativement  à  l'addition  et  la 
multiplication,  les  congruences  suivant  un  système  de  modules  sui- 
vent les  mêmes  lois  que  les  égalités  ordinaires,  ou  que  les  con- 
gruences ordinaires  relatives  à  des  nombres  et  à  un  seul  module. 

Les  congruences  qu'on  vient  de  définir  sont  l'analogue  des  con- 
gruences entre  des  nombres  ;  on  peut  de  même  considérer  des  con- 
gruences [suivant  le  système  do  modules  p,  /"(z)]  qui  contiennent 
des  inconnues.  Soit  F  (a?,  z)  un  polynôme  entier  en  a?  et  z  ;  on  appel- 
lera solution  de  la  congruence 

Y[x,z)=0  [modd.  p, /-(z)], 

tout  polynôme  cp(z)  tel  que  le  polynôme  obtenu  en  mettant  ©(-) 
à  la  place  de  x  dans  F  (a?,  z)  soit  congru  à  0  suivant  le  système  de 
modules  p,  f{z),   c'est-à-dire  divisible  par  f{z)  (mod.  p). 

Ces  définitions  admises,  et  regardant  maintenant  la  lettre  i 
comme  une  indéterminée  que  nous  écrirons  à  la  place  de  z, 
jT)  étant  un  nombre  premier,  et  le  polynôme  f{x)  étant  supposé  ir- 
réductible (mod.  p),  nous  appellerons  imaginaire  de  Galois  tout 
polynôme  en  i  ;  deux  imaginaires  de  Galois  ç>(^),  ^{ï)  seront  dites 
égales  quand  on  aura,  au  sens  précédemment  défini, 

cp(^)  ^  ^{i)  [modd.  p,  f{i)\. 

Soit  ¥[x)  un  polynôme  en  x  dont  les  coefficients  peuvent  être 
des  imaginaires  de  Galois  ;  la  congruence 

F(.r)  =0  [modd.  p,  f[i)] 

admettra  la  solution  cp(z)  si  le  polynôme  F[cp(i)]  est  ?îw/  [modd.  p, 
/(i)]  ;   dans  ce  sens  il  est  clair  que  la  congruence 

f[x)  =  0  [modd.  p,  nO] 

admet  la  solution    x  =  i.     La  congruence     f{x)  ^  0    est  dite  fon- 
damentale. 
D'après  les  hypothèses  faites  sur  le  symbole  i,  nous  pourrons  à 

l'aide  de  l'équation 

f[i)  =  0  (mod.  p) 
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ramener  toute  imaginaire  de  Galois  à  la  forme 

^  =  «0  4-  rt,i  4-  aj^  +  .  .  .  -h  f/«_ii"~^  (mod.  p), 

en  désignant  par  n  le  degré  de  f{i)  et  par  a^,  ai,  ...,  a„_i  des 
nombres  entiers  que  nous  pouvons  supposer  compris  entre  0  et 
p  —  1. 

11  n'y  a  donc  qu'un  nombre  limité  d'imaginaires  distinctes,  à 
savoir,  par  exemple,  les  imaginaires  qui  se  déduisent  de  l'expression 

en  donnant  à  «q,  a^,  . . . ,  ^„_,  les  valeurs  0,  1,  2,  . . . ,  p  —  1, 
ce  qui  fournit  p"  imaginaires  distinctes  [modd.  p,  f{i)],  dont  une 
seule  est  nulle  [modd.  p,  f{i)]. 

La  propriété  que  possède  un  polynôme  irréductible,  de  ne 
pouvoir  diviser  un  produit  de  facteurs  sans  diviser  au  moins  l'un 
des  facteurs  devient,  avec  les  conventions  de  langage  que  nous 
avons  faites  :  un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires  ne  peut  être 
nul  que  si  l'un  des  facteurs  est  nul.  [IVul  signifiant  congru  à  zéro  sui- 
vant le  double  module  p,  f{i}]. 

11  en  résulte  que  si  A  et  B  sont  deux  imaginaires  distinctes,  dont 
la  première  n'est  pas  nulle  [modd.  p,  /"(i)],  et  si  dans  Aa?  +  B,  on 
substitue,  à  la  place  de  x,  p"  imaginaires  distinctes,  on  aura  /)" 
imaginaires  distinctes  ;  il  y  a  donc  une  imaginaire  et  une  seule 
qui  satisfait  à  la  congruence 

Ax-\-B=0  [modd.  p,  A«)]^ 

c'est-à-dire  que,  suivant  le  système  de  modules  p,  f{i),  une  imagi- 
naire quelconque  est  divisible  par  une  imaginaire  quelconque  non 
nulle. 

L'ensemble  des  imaginaires  distinctes  et  non  nulle?  constitue  un 
groupe  limité,  en  ce  sens  que  le  produit  de  deux  éléments  du  groupe 
est  un  élément  du  groupe.  En  particulier  si  dans  l'expression  Xx, 
où  A  n'est  pas  nul,  on  met  à  la  place  de  x  tous  les  éléments  de  ce 
groupe,  on  retrouve  tous  les  éléments  du  groupe  ;  et  on  obtient, 
comme  dans  la  théorie  des  nombres  entiers,  le  théorème  qu'exprime 

la  congruence 

A?^"-i  —  1=0  [modd.  p,  f(i)]', 

il  en  résulte  que  l'on  a,  quelle  que  soit  l'imaginaire  de  Galois  A, 

A^"  — A  =  0  [modd.  29,  f{x)l 
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ce  qui  revient  à  dire  que,  quel  que  soit  le  polynôme  0(07),  le  poly- 
nôme 

ei^"(a.)_o(.r) 

est  divisible  (mod.  p)  par  f[x)  pourvu  que  le  polynôme  de  degré 
n  f{x)  soit  irréductible  (mod.p). 

A  chaque  imaginaire  A  correspond  aussi  une  imaginaire  asso- 
ciée A'  telle  que  l'on  ait 

AA'  =  l  [modd.  p,  f{i)l 

et  cette  remarque  conduit  aisément  à  une  généralisation  du  théo- 
rème de  Wilson. 

21.  Ceci  posé,  conservons  toujours  le  même  sens  à  p  et  à  f{i). 
Si  cp  (x)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  i ,  on  dira  que  Timaginaire 
0(i)  est  une  racine  de  la  congruence 

cp  (ip)  ^  0  [modd.  17,  /'(^)], 

si  en  remplaçant  dans  cp  [x),  x  par  6(i),  la  congruence  est  vérifiée. 
Un  polynôme  o  {x)  est  identiquement  nul  [modd.  p, /"(^)]  si  tous 
ses  coefficients  sont  nuls  [modd.  />,  f{i)]  ;  deux  polynômes  entiers 
en  a?  et  i  sont  congrus  [modd.  p,  f{i)]  si  leur  différence  est  iden- 
tiquement nulle    [modd.  p,  f{i)]. 

Le  produit  de  deux  polynômes,  cp  (a?)  et  ^(x'),  entiers  en  x  et  i 
ne  peut  être  identiquement  nul  [modd.  p,  f{i)],  que  si  l'un  des 
polynômes  est  identiquement  nul  par  rapport  au  même  système  de 
modules.  Il  suffit,  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  dans  un  théorème 
analogue,  de  considérer  le  produit  des  termes  de  plus  haut  degré 
en  X  dans  les  deux  polynômes,  en  négligeant  bien  entendu  les  coeffi- 
cients qui  seraient  nuls  [modd.  p,  f{i)].  Et  l'on  voit  que,  dans  ces 
conditions,  le  degré  du  polynôme  produit  est  la  somme  des  degrés 
des  deux  facteurs  :  le  degré  est  l'exposant  de  x  dans  le  terme  du 
plus  haut  exposant  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul  [modd.  p,  f{i)]. 

Un  polynôme  cp  (a?)  entier  en  x  et  ^  est  divisible  [modd.  p,  f{i)] 
par  un  polynôme  4^  {x) ,  entier  en  x  et  i,  s'il  existe  un  polynôme 
X  [x)  entier  en   x    et   i  tel  que  l'on  ait 

cp(.T)  E^^H^)l  {^)  [modd.  p,  f{i)]. 

Gela  est  impossible  quand  cp  (a?)  est  de  degré  inférieur  à  ^(.x-),  à 
moins  que  ^{x)  ne  soit  identiquement  nul  [modd.  p,  f{i)].  Si  cp  [x) 
est  de  degré  supérieur  à  ^{x),   on  peut  mettre  o{x)  sous  la  forme 
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ç  (a^)  =  tj;  {x)  Q  {x)  +  R(ip)       [(modd.;;,  f{i)l 

Qix)   et  R{x)    étant,  comme  o{x)  et  ^{x),   des  polynômes  entiers 
en  0^  et  i  et  R{x)  étant  de  degré  inférieur  à  4;  (a?). 

On  a  maintenant  tous  les  éléments  pour  faire  une  théorie  de  la  di- 
visibilité des  polynômes  entiers  en  x  et  /,  suivant  le  système  de  mo- 
dules p,  f{i),  toute  pareille  à  celle  que  Ton  a  indiquée,  pour  les  poly- 
nômes entiers  en  x,  par  rapport  au  module  p.  On  aura  le  môme 
algorithme  pour  le  plus  grand  commun  diviseur  [modd.  p,  /*(^)],les 
mômes  conséquences,  la  notion  de  polynôme  en  x,  i  irréductible 
[modd.  p,  /"(i)],  la  décomposition  unique  en  facteurs  irréductibles 
[modd.  p,  f{i)]  et  les  mômes  conséquences  relatives  à  la  divisibi- 
lité. Mais  outre  qu'une  confusion  serait  à  craindre,  par  une  attri- 
bution de  deux  sens  au  mot  irréductible,  Tétude  complète  et  appro- 
fondie de  la  divisibilité  des  polynômes  à  coefficients  imaginaires 
nous  entraînerait  trop  loin.  Aussi  allons-nous  considérer  seulement 
les  facteurs  imaginaires  du  premier  degré,  de  la  forme  x  —  g  et  con- 
server au  mot  irréductible  son  sens  primitif. 

On  démontre  aisément,  comme  lorsqu'il  s'agit  des  facteurs 
réels  ,  que  si  une  congruence  admet  les  racines  distinctes 
^1,  .92,  •••.  ^31  son  premier  membre  est  divisible  par  le  produit 
^x~gi){x  —  g2)  ...  {x  —  9q)  et  on  en  conclut  qu'une  congruence 
ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré. 
Le  nombre  des  racines  ainsi  définies  est  égal  au  nombre  des  facteurs 
du  premier  degré.  Tout  cela  se  conclut  très  facilement  du  fait  que  le 
produit  de  deux  imaginaires  ne  peut  être  nul  que  si  un  des  facteurs 

est  nul. 

Il  convient  de  faire  ici  une  remarque  importante  :  les  racmes 
communes  à  deux  polynômes  (à  coefficients  réels)  appartiennent  à 
leur  plus  grand  commun  diviseur  (mod.^p);  en  effet,  si  D  désigne  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  F  et  G,  on  peut  trouver  des  poly- 
nômes fi  et  (/i   tels  que 

F^i  4-GA  =  D  (modd.  p); 

on  a  donc  a  fortiori 

Yg,+Gf,  =  D  [modd. /?, /(i)J, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  En  particulier,  si  V{x)  dé- 
signe un  polynôme  irréductible  et  si  la  congruence 

<\^(x)  =  0  [modd.  pj(i)\ 
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admet  une  racine  (imaginaire)  de  la  congruence 

F(a^)  =  0  [modd.  jt?,  f{i)], 

*  (a?)   est  divisible  par  F  {x)   suivant  le  module  p. 

En  particulier  deux  polynômes  irréductibles  ne  peuvent  pas  avoir 
de  racine  commune  et  un  polynôme  irréductible  ne  peut  pas  avoir 
de  racine  multiple,  puisqu'il  est  premier  avec  sa  dérivée. 

22.  Pour  obtenir  sans  tâtonnements  les  facteurs  du  premier  degré 
d'une  congruence  donnée,  ou  du  moins  leur  produit,  il  suffira  de 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  membre  de  la 
congruence  proposée  avec  le  produit  de  tous  les  facteurs  distincts  du 
premier  degré.  Ce  produit  nous  est  fourni  par  la  généralisation  du 
théorème  de  Fermât;  nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  congruence 

xi^'"  —x  =  0  [modd.  p,  f{i)] 

avait  pour  racines  les  p"  valeurs  distinctes  de  l'imaginaire  y  ;  le 
produit  des  p""  facteurs  tels  que    x—  ^    est  donc  congru  à    x^'""  —  x. 

En  particulier  si  la  congruence  proposée  est  irréductible,  pour 
qu'elle  admette  une  racine,  il  faut  qu'elle  ait  une  racine  commune 
avec  x^''^  —  X,  il  faut  donc  que  son  premier  membre  divise 
xv''  —  x.  D'ailleurs  il  est  clair  que  tout  diviseur  de  x^'^'  —  x  a 
autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré.  Donc,  au  point 
de  vue  oii  nous  nous  plaçons,  une  congruence  irréductible  ou  n'a 
pas  de  racines.^  ou  a  autant  déracines  quil  y  a  d'unités  dans  son  degré  ; 
ce  dernier  cas  se  présente  lorsque  le  premier  membre  de  la  con- 
gruence proposée  est  un  diviseur  de    x^'''  —  x. 

En  particulier,  la  congruence 

.  /'W^O  [moAà.  p,  f{i)] 

admet  la  racme 

X  ^  i\ 

donc  elle  admet  n  racines  et  f[x)  divise  x^"^  —  x.  Or  f{x)  est  un 
polynôme  quelconque  irréductible  de  degré  n.  Donc  tout  polynôme 
irréductible  de  degré  n  divise  x^'"'  —  x  et  par  suite  admet  n  ra- 
cines imaginaires.  11  est  clair  que  si  r  est  un  diviseur  de  n,  tout 
polynôme  irréductible  de  degré  r  divise  o-^'"  —  x  et  par  suite 
x^'  —  X  (car  xi'^-^  —  1  est  alors  divisible  algébriquement  par 
xp'-^  —  i^  puisque  ;>"  — 1  est  divisible  par  p''  — 1).  Donc^ow^c 
congruence  irréductible  dont  le  degré  est  égala  n  ou  à  un  diviseur  de 
n    a  autant  de  racines  quil  y  a  d'unités  dans  son  degré. 
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Nous  allons  montrer  maintenant  qu'une  congruence  de  degré  m 
napas  de  racines,  lorsque  m  n'est  pas  un  diviseur  de  n.  Il  suffit  de 
montrer  que  j:^"  —  a;  ne  peut  pas  être  divisible  par  un  polynôme 
irréductible  dont  le  degré  n'est  pas  un  diviseur  de  n. 

Pour  cela  une  remarque  préliminaire  est  nécessaire.  Nous  avons 
vu  que  Ton  a  identiquement 

(^a-^by  =  ai'  -^bP  (mod.  p). 

Il  en  résulte  l'identité 
{a-^bx-+-cx'-^...-\-hxy^ai>-hbi'xi'-^c^x'P-h...-hhi'x-i'  (mod./)); 

a^^a  (mod.  p). 

hi>  =  b  (mod.  p), 

'lû'  =  h  (mod.  p), 

d'après  le  théorème  de  Fermât.  Donc  on  a 

[a-\-bx-\-cx''-^...-^hx-Y^a-^bxi^-\-cx'i'-^...-\-hx-i\moi\.p). 

c'est-à-dire  que,  o{x)  désignant  un  polynôme  quelconque,  on  a 

[o[x)]i>  =  o[xi')  (mod.  p). 

En  remplaçant  x  par  x^',  on  a 

o[xi^)  =  V-[^')Y  ^  ['l?(^)]^T'  ^  [?(^)P'  («^^^-  /^)' 

et  généralement  /in 

[o[x)Y  ^  o[xi'')  (mod.  p). 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  qu'un  polynôme  irréductible 
f{x)  de  degré  m  ne  peut  pas  diviser    x^"  -  x    si   v   est  inférieur 

h.  m. 

Il  s'agit  en  effet  de  prouver  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

i/  =  i     ^  [modd.  p,  t\i)]- 

Or  si  cette  égalité  avait  lieu,  en  désignant  par   cp(0   une  imaginaire 

owe/cow^MC  on  aurait 

^  o(i/)  =  o(i)  [modd.  p,  f[i)]. 

Or  nous  venons  de  voir  que  ,       ,      n 

cp(i'O^[?(0?  ("^^^-    ^)' 

on  aurait  donc  . 

[o(/)]^''  =  o(i)  [modd.  p  A'Ol, 

c'est-à-dire  que  la  congruence  . 

^/  =^  ;i.  modd.  p,  Atj] 
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aurait  pour  racines  toutes  les  imaginaires  c'est-à-dire  p"'  racines,  ce 
qui  est  impossible  puisqu'elle  est  de  degré  p''. 

Il  est  facile  de  voir  que,  plus  généralement,  f(x)  ne  peut  diviser 
ic^'"  —  X  que  si  n  est  un  multiple  de  m  ;  sinon  posons  n  =  mg  +  ?% 
r  étant  inférieur  à  m  ;  l'expression 

X^'        —   X 

est  divisible  par  f{x) ,  suivant  une  remarque  déjà  faite  ;  si 
^pmq-hr  —  ^    l'était  aussi,  il  en  serait  de  môme  de  leur  différence 

Or  on  a 

0,^"^+" _  ^..'-^  =  {^x,"  -  xY''  (mod.  p). 

L'hypothèse  faite  est  donc  inadmissible. 

23.  Considérons  un  nombre  quelconque  de  congruences  irréduc- 
tibles (mod.  /?),  de  degrés  a,  6,  c,  ...,  /.  Soit  N  le  plus  petit 
multiple  commun  de  ces  degrés  ;  F  [x]  une  congruence  irréductible 
(mod.  p)  de  degré  N  ;  si  nous  introduisons  l'imaginaire  de  Galois  i 

définie  par  la  relation 

F(i)  =  0  (mod.  p), 

chacune  des  congruences  proposées  aura  autant  de  racines  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  degré. 

Comme  un  polynôme  quelconque  peut  toujours  être  décomposé 
en  facteurs  irréductibles,  il  en  résulte  qu'étant  donné  un  nombre 
quelconque  de  congruences,  on  peut  toujours  définir  une  imaginaire 
de  Galois  de  manière  que  chacune  d'elles  ait  autant  de  racines  qu'il 
y  a  d'unités  dans  son  degré. 

Nous  avons  fait  implicitement  une  hypothèse ,  en  admettant 
l'existence  d'un  polynôme  irréductible  (mod.  p)  d'un  degré  quel- 
conque N.  Pour  justifier  cette  hypothèse,  nous  allons  calculer  le 
nombre  des  polynômes  irréductibles  de  degré  n. 

Nous  savons  que  x'^^  —  x  n'admet  que  des  facteurs  irréductibles 
dont  le  degré  est  n  ou  un  diviseur  de  n  et  est  divisible  d'ailleurs 
par  tous  les  polynômes  irréductibles  dont  le  degré  est  n  ou  un 
diviseur  de  n  ;  d'ailleurs  a?''"~*  —  1  est  premier  avec  sa  dérivée 
et  par  suite  n'admet  pas  de  facteurs  multiples  ;  il  en  est  donc  de 
môme  de  x'^^  —  x.  Donc  x^'^  —  x  est  égal  au  produit  de  tous  les 
polynômes  irréductibles  dont  le  degré  est  égal  à  n  ou  à  un  diviseur  de 
n.   Si  nous  désignons  par   0(yi)   le  degré  du  produit  de  tous  les  poly- 
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nomes  irréductibles  de  degré  n,  on  a  par  suite 

le  signe  S  se  rapportant  à  tous  les  diviseurs  de  w,  y  compris  Tunité 
et  n  lui-même.  Nous  savons  qu'en  désignant  par  ^,  q\  q\...  les  fac- 
teurs premiers  distincts  de  n,  on  déduit  de  cette  formule  : 

n  n  n 

0(n)  =  p"  —  ^p^  -h  Ip?^  — -  2p^^  H-  •  •  • 

Le  nombre  des  polynômes  irréductibles  de  degré  n  est  évidemment 

1 

égala  —  0(?t),  c'est-à-dire  à 
n 


p«  —  ^'p'i  4-  ^pi'i'  —  ^p^i'i 


1 

On  vérifie  assez  facilement  que  cette  expression  est  positive  (*), 
ce  qui  démontre  l'existence  de  polynômes  irréductibles  d'un  degré 
quelconque  n. 

Il  est  évident  que,  de  plus,  elle  doit  être  un  nombre  entier;  on  a 
donc 

n  )i 

pn  _  SpT-i-  vp~'  . . .  =  0  (mod.  n), 

n  étant  un  nombre  quelconque  et  p  un  nombre  premier.  Lejeune 
Dirichlet  a  démontré  que  a  et  w  étant  premiers  entre  eux,  il  y  a  une 
infinité  de  nombres  premiers  p  vérifiant  la  congruence 

a^p  (mod.  n). 

Si  on  admet  cette  proposition  de  Lejeune  Dirichlet,  il  en  résulte  que, 
a  étant  un  nombre  quelconque  premier  avec  n,  on  a 

n  n  n 

a''  —  la^-^la^'  —  la^"-i =0  (mod.  n). 

Si  on  suppose  que  n  est  un  nombre  premier,  cette, congruence 
exprime  le  théorème  de  Fermât  ;  on  peut  donc  la  regarder,  dans  le 
cas  d'un  module  quelconque,  comme  une  gc^éralisation  de  ce  théo- 
rème. Cette  généralisation  coïncide  avec  la  proposition  connue  sous 
le  nom  de  théorème  de  Fermât  généralisé^  dans  le  cas  seulement  où  n 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

n  En  se  servant  de  la  formule    jf  =  e^'°^"  =  1  -+-  ^^  +  x^o^  ^ 
on  trouve  qu'elle  est  égale  à 

im-i)('-f)-^-'s-'{-?)('-F)-  j 


CHAPITRE  m 
DES    CONGRUENCES    BINOMES 


I.  —  Racines  primitives  et  indices. 

24.  Revenant  maintenant  à  un  sujet  beaucoup  plus  élémentaire, 
nous  allons  étudier  une  classe  intéressante  de  congruences  :  les 
congruences  binômes.  Nous  pourrions,  comme  nous  l'avons  déjà 
montré  sur  un  exemple  dans  le  chapitre  précédent  (§  19)  appliquer, 
sans  les  modifier,  les  méthodes  générales  à  ces  congruences  par- 
ticulières ;  mais  il  est  préférable  d'étudier  la  question  directement. 

Soit  a  un  nombre  entier  non  divisible  par  le  nombre  premier  p  ; 
considérons  la  série  des  puissances  de  a  : 

(A)  a°  =  1,  et,  <2^,  a^,... 

et  prenons  leurs  résidus  minima  par  rapport  à  p.  Le  nombre  des 
résidus  minima  étant  limité  et  la  suite  (A)  indéfinie,  il  y  a  nécessai- 
rement dans  cette  suite  des  termes  ayant  même  résidu  minimum, 
c'est-à-dire  congrus  entre  eux.  Soit  a'"  le  premier  des  termes  de  la 
suite  qui  soit  congru  à  l'un  des  précédents  w".  Je  dis  que  l'on  a 
nécessairement     a  =0;      sinon  de  la  congruence 

a''  ^  a^  (mod.  p), 

on  déduirait,  en  divisant  par  a,  qui  n'est  pas  nul    (mod.  jo), 

c'est-à-dire  que  a^  ne  serait  pas  le  premier  des  termes  congrus  à  l'un 
des  précédents.  On  a  donc 

a''  ^a^  ^  \  (mod.  p) 

et  r  est  le  plus  petit  nombre  pour  lequel  cette  congruence  ait  lieu.  On 
exprime  ce  fait  en  disant  que  le  nombre  a  appartient  à  l'exposant  r 
(relativement  au  nombre  premier  p).  Il  est  clair  que  l'on  a  gêné- 
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ralement 

«"'■  =  1  (mod.  })). 

Réciproquement,  pour  que  l'on  ait 

«'"  =  1  (mod.  /?), 

il  faut  que  m  soit  un  multiple  de  r;  en  effet,  si  l'on  avait  m  =  nr-+-q, 
q  étant  inférieur  à  r,  on  en  conclurait 

a'i  ^  1  (mod.  /^), 

ce  qui  est  impossible. 

Il  en  résulte  que  la  suite  des  résidus  minima  des  puissances  suc- 
cessives de  a  est  périodique  ;  les  restes  se  reproduisent  de  r  en  r. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  admis  le  théorème  de 
Fermât;  cela  n'aurait  guère  simplifié  d'ailleurs.  Mais  ce  théorème 
nous  montrerait  immédiatement,  d'après  une  remarque  qui  vient 
d'être  faite,  que  p  —  1  est  un  multiple  de  r,  ou  mieux  que  :  l'ex- 
posant r  auquel  appartient  un  nombre  quelconque  a  est  un  diviseur 
de  p  —  1.  Mais  nous  préférons  démontrer  directement  cette 
proposition  importante  parce  que  le  mode  de  raisonnement  que 
nous  allons  employer  est  d'un  usage  assez  fréquent  et  qu'il  est 
intéressant  de  le  connaître.  Nous  pourrons  ensuite  en  déduire  comme 
corollaire  le  théorème  de  Fermât. 

Nous  avons  dit  que  les  r  nombres 

(I)  1,  a,  a\  ..    ,  a'-' 

sont  incongrus  (mod.  p)]  comme  aucun  d'eux  n'est  congru  à  zéro, 

leur  nombre  est  au  plus  égal  à    p — 1.     Il  peut  donc  se  faire  que 

l'on  ait 

p  —  i  =  r. 

Supposons,  au  contraire, 

p  —  i>  r, 

et  désignons  par  a  un  nombre  quelconque  incongru  à  zéro  et  à 
tous  les  nombres  de  la  suite  (I).  Considérons  les  r  nombres 

(II)  a\  a'a^  a!a^,  ...,  aV"». 

Ils  sont  incongrus  entre  eux  ;  car  si  on  avait 

rtV  ^  aV  (mod.  p), 

on  en  conclurait 

a^  =  a/  (mod.  p), 

ce  qui  est  contraire  à  Fhypothèse.  De  plus  un  nombre  quelconque 
de  la  suite  (II)  est  incongru  à  un  nombre  quelconque  de  la  suite  (I), 
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car  si  on  avait 

aV  ^  a^  (mod.  p), 

on  en  déduirait 

a'  =  a^+'-% 

ce  qui  est  également  contraire  à  Thypothèse. 

Les  2r  nombres  formant  les  suites  (I)  et  (II)  étant  incongrus,  2r 
ne  peut  surpasser    p  —  1  ;     il  peut  se  faire  que  Ton  ait 

p  —  1  =  2r  ; 

si  nous  supposons 

p  —  1  >  2r, 

nous  pourrons  choisir  un  nombre  a"  différent  (mod.  p)  de  zéro  et 
des  2r  nombres  des  suites  (I)  et  (II)  et  nous  formerons  la  suite 

(III)  a\  a" a,  a"a\  ...,  a'a^'K 

Nous  démontrerons  facilement  que  les  nombres  de  cette  suite  sont 
incongrus  entre  eux  et  incongrus  aussi  à  tous  les  nombres  des 
suites  (I)  et  (II)  ;  il  en  résulte  que  Ton  a,  ou  bien 

p  -  1  =  3r, 

ou  bien 

p  —  1  >  3r. 

On  voit  qu'en  continuant  ce  raisonnement  on  arrive  nécessairement 
à  la  conclusion  que    p  —  1     est  un  multiple  de  r  ;  il  en  résulte 

^;,_i  ^  ^  (mod.  p), 

c'est-à-dire  précisément  le  théorème  de  Fermât. 

25.  On  peut  se  demander  si,  étant  donné  un  diviseur  arbitraire  de 

p  —  1    il  y  a  des  nombres  qui  lui  appartiennent  et  combien  parmi 

eux  sont  incongrus;    si  nous  désignons  par   ^[d)   le  nombre   des 

entiers  incongrus  qui  appartiennent  au  diviseur  rf  de    p  —  1,     il  est 

clair  que  l'on  a 

'L^(d)  =  p  —  1 

puisque  chacun  des    p  ~  1    nombres 

1,  2,  3,  ...,  p-1 

appartient  à  un  diviseur  (/de    p — 1     et  à  un  seul. 

D'après  une  remarque  que  nous  avons  faite  (§  13)  on  est  amené 
à  en  conclure  l'égalité 

en  désignant  par  t^{d)  le  nombre  des  entiers  premiers  avec  d  et  non 


54  THEORIE    DES    NOMBRES 

supérieurs  k  d.  La  conclusion,  quoique  vraie,  n'est  pas  rigoureuse, 
parce  que  l'égalité  -'\'{d)  =  m,  où  la  sommation  est  étendue  à 
tous  les  diviseurs  de  m,  n'est  pas  démontrée  quel  que  soit  m  ;  en 
étudiant  de  plus  près  la  démonstration  du  §  11,  on  peut  rendre  la 
conclusion  rigoureuse  ;  mais  nous  préférons  reproduire  le  raisonne- 
ment remarquable  par  lequel  Gauss  a  établi  cette  importante  propo- 
sition. 

Supposons  qu'il  y  ait  un  nombre  a  qui  appartienne  à  l'exposant  d  ; 
cherchons  s'il  y  a  d'autres  nombres  appartenant  à  l'exposant  d\  s'il 
en  existe  effectivement,  ils  seront  racines  de  la  congruence 

ic''  -  1  =  0  (mod.  p). 

Or  cette  congruence  a  visiblement  pour  racines  les  nombres 
1,  rt,  a^  . .  . ,  a''~^ 

et  comme  ces  nombres  sont  incongrus,  ce  sont  là  toutes  ses  racines 
(^x'i — 1  divisant  xi'-^  —  1,  on  savait  a /?r/oW  que  cette  congruence 
avait  d  racines  incongrues).  Cherchons  à  quel  exposant  appartient 
une  racine  quelconque  œ"  ;  soit  r  le  plus  petit  nombre  tel  que  l'on  ait 

(a*)'-  =  «="•  =  1  (mod.  p)  ; 

a  appartenant  à  l'exposant  d  ;  ar  doit  être  divisible  par  c?  ;  si  8  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a  et  rf,  la  plus  petite  valeur 
de  r  telle  que  ar  soit  divisible  par  d  est  manifestement  —",  la  ra- 
cine a*  appartient  donc  à  l'exposant  -  •  Pour  que  a^  appartienne 
à  l'exposant  d,  il  faut  et  il  suffit  que  B  =  1,  c'est-à-dire  que  a 
soit  premier  avec  d  ;  donc  s'il  existe  un  nombre  a  appartenant  à 
l'exposant  d,  il  y  en  a  o[d),  cp (6/)  ayant  la  signification  rappelée 
plus  haut.  En  désignant  par  ^  [d]  le  nombre  des  racines  appartenant 
à  un  exposant  quelconque  d,  on  a,  par  suite, 
ou  bien  ^(rf)  =  0, 

ou  bien  '^{d)  =  ^[d). 

Mais 

Y.^(d)  =  p  —  i  =  Scp(rf). 
On  a  donc  toujours 

^{d)  =  ^(d). 

En  particulier,   il   y   a     o{p  —  i)    nombres  qui  appartiennent  à 
l'exposant    p— 1.     Ils  sont  dits  racines  primitives  du  nombre  p. 
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On   dit  aussi   quelquefois  que  les   nombres  qui  appartiennent   à 
Texposant  d^  sont  les  racines  primitives  de  la  congruence 

x'^  —  1^0  (mod.  'p)\ 

mais    lorsqu'on   parle    simplement    de  racines  primitives^  il  faut 
entendre  les  nombres  qui  appartiennent  à  Texposant    p  — 1. 

La  propriété  fondamentale  des  racines  primitives  est  que  leurs 
puissances  engendrent  un  système  complet  de  restes  (mod.  p),  sauf 
zéro.  Si  g  désigne  une  racine  primitive,  les  résidus  minima  des 

nombres 

g^=i,     g,  u\  ...,     gv-' 

sont,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 

12    3  »  —  1 

.  Si  on  considère  un  nombre  quelconque  premier  avec  p,   il  existe 

une  puissance  de  g  (et  par  suite  une  infinité)  congrue  à  ce  nombre. 

L'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever   g    pour  avoir  un 

résultat  congru  au  nombre    a  s'appelle  Vindice  de   a  par  rapport  à  la 

racine  primitive  g.  On  le  désigne  par  la  notation  :  ind.  6ï.  On  a  donc, 

par  définition, 

^ind.a  ^  a  (mod.  p). 

Tout  nombre  (non  nul  mod.  p)  a  une  infinité  d'indices,  congrus 
entre  eux  suivant  le  module  p  —  1 .  Lorsque  nous  dirons  que  deux 
indices  sont  congrus  ou  égaux,  cela  signifiera  donc  toujours  :  congrus 
suivant  le  module  p  —  1.  Avec  cette  convention,  les  propriétés  des 
indices  s'énoncent  exactement  de  la  même  manière  que  celles  des 
logarithmes.  La  propriété  fondamentale  est,  comme  pour  ces 
derniers,  que  l'indice  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  indices  de 
ses  facteurs  et  on  en  déduit  les  mêmes  conséquences. 

Par  exemple  lorsqu'on  change  la  base  des  indices,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on remplace  la  racine  primitive  g  par  une  autre  y,  on  passe  d'un 
système  d'indices  à  un  autre  comme  d'un  système  de  logarithmes  à 
un  autre  ;  si  nous  convenons  de  désigner  par  la  notation  L  a  les 
indices  dans  le  système  de  base  g,  en  employant  la  notation 
habituelle  dans  le  système  de  base  y,  nous  avons 

et  par  suite,  a  désignant  un  nombre  quelconque, 

n  ^^  yind.a  — -  fy{\.t){\n(l.a) 
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(I.Y)(ind.a)  =  I.a 

ou,  en  employant  la  notation  de  Gauss, 

I.g 

I.T 
En  particulier, 


ind.  a 


ind.  g  = 


1 

TT7 


(mod.  p 


'mod.  p  —  \). 


(mod.  j)  —  1). 


26.  On  peut  à  l'aide  d'une  table  d'indices  résoudre  les  congruen- 
ces  du  premier  degré  ;  car,  de  la  congruence 

ax  =  b  (mod.  p), 

on  tire 

ind.  X  =  ind.  b.  —  ind.  a  (mod.  p  —  1). 

Considérons  par  exemple  le  nombre  i3,  pour  lequel  2  est  racine 
primitive  ;  on  forme  facilement  la  table  d'indices  suivante  : 


ind.  X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

X 

1 

2 

4 

8 

3 

6 

12 

11 

9 

6 

10 

7 

1 

(On  obtient  chaque  nombre  de  la  seconde  ligne  en  multipliant  le 
précédent  par  2  et  prenant  le  résidu  minimum  par  rapport  à  13).  On 
en  conclut  la  seconde  table  : 


X 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

ind.  X 

0 

1 

4 

2 

9 

5 

11 

3 

8 

10 

7 

6 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  résoudre^la  congruence 

7a;  =  5  (mod.  13); 

nous  en  concluons,  en  nous  servant  de  la  seconde  table, 

ind.  T  =  ind.  5  —  ind.  7  =  9  —  11  =  10      (mod.  12), 


et  par  suite,  à  l'aide  de  la  première  table, 

a:=  10 

De  même,  la  congruence 

8x  =  'S 


(mod.  13). 
(mod.  13) 
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donne 

ind.  X  =  ind.  3  —  ind.  8  =  4  —  3=1        (mod.  12) 

a?  =  2  (mod.  13). 

Ici  Fusage  des  indices  n'est  que  commode  ;  il  est  des  cas  où  il  est 
presque  indispensable.  Aussi  est-il  bon  d'être  en  mesure  de  former 
une  table  d'indices  ;  pour  cela  il  est  nécessaire  de  connaître,  pour 
chaque  nombre  premier,  une  racine  primitive.  On  ne  connaît  pas  de 
méthode  simple  pour  rechercher  les  racines  primitives  ;  mais  voici 
un  tableau  faisant  connaître,  pour  chaque  nombre  premier  inférieur 
à  100,  la  plus  petite  racine  primitive  : 


3 

5 

7 

11 

13 

17 

19 

23 

29 

31 

37 

41 

2 

2 

3 

2 

2 

3 

2 

5 

2 

3 

2 

6 

43 

47 

53 

59 

61 

67 

71 

73 

79 

83 

89 

97 

3 

5 

2 

2 

2 

2 

7 

5 

3 

2 

3 

5 

Il  est  facile,  connaissant  une  racine  primitive,  de  les  avoir  toutes  ; 

et  plus  généralement  de  trouver  tous  les  nombres  appartenant  à  un 

exposant  donné.  En  effet,  soit  g  une  racine  primitive  ;  cherchons  à 

quel  exposant  appartient  ^*;   soit  r  le  plus  petit  nombre  tel  que 

Ton  ait 

{g^Y  =  r"  =  1  (mod.  p); 

r  est  le  plus  petit  nombre  tel  que  l'on  ait 

ar  ^  0  (mod.  p  —  4). 

Donc  si  8  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  p  —  1, 

on  a 

p  —  1. 


(Nous  avons  déjà  fait  un  calcul  identique  dans  la  démonstration  de 
Gauss  reproduite  plus  haut).  On  aura  donc  tous  les  nombres  appar- 
tenant à  l'exposant  r,  en  élevant  g  à  une  puissance  dont  l'expo- 
sant a  soit  tel,  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  p —  1 

soit 


29  —  j^ 

8  = On  voit  que  si  on  connaît  l'indice  a  d'un  nom- 


bre, on  peut  déterminer  facilement  à  quel  exposant  il  appartient. 


à' 


fUBriVEESIT 
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II.  —  Extension  aux  imaginaires  de  Galois. 

27.  Avant  d'aborder  d'autres  applications  de  la  théorie  des  indices, 
nous  allons  montrer  qu  elle  s'étend  immédiatement  aux  imaginaires 
de  Galois.  Si  nous  supposons  que  le  premier  membre  f{i)  de  la 
congruence  irréductible  fondamentale  f{i)  soit  de  degré  n,  il  y  a 
j)^  —  1  imaginaires  de  Galois  incongrues  entre  elles  et  à  zéro.  On 
verra  par  un  raisonnement  identique  à  celui  que  nous  avons  fait  que 
chacun  de  ces  nombres  (réels  ou  imaginaires)  appartient  à  un  expo- 
sant qui  est  un  diviseur  de  jo"  —  i  ;  et  que  si  r  désigne  un  divi- 
seur quelconque  de  />"  —  1  il  y  a  précisément  o(r)  nombres  qui 
appartiennent  à  l'exposant  r.  En  particulier,  il  y  a  o{p"—i) 
nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  p"  —  1;  onpeut  les  appe- 
ler racines  primitives  pour  le  module   p    et  la  fonction  irréductible 

m- 

Cette  notion  va  nous  permettre  d'approfondir  un  peu  plus  que 

nous  ne  l'avions  fait  l'étude  des  racines  imaginaires  des  congruences 

irréductibles  et  aussi  d^étudier  les  rapports  entre  les  imaginaires  de 

Galois  qui  correspondmt  à  des  congruences  fondamentales  différentes. 

Soit  j  une  imaginaire  de  Galois  ; 

7  =  a^  4-  ai'/ -h  .  .  .  +  a„_ii"-i       [modd.  /?,  f{i)]; 
nous  savons  que  j   est  racine  d'une  certaine  congruence  irréduc- 
tible : 

g{x)  =  i)  [modd.  p, /•(/)] 

dont  le  degré  est  égal  à  n  ou  à  un  diviseur  de  n.  Il  est  facile  de 
déterminer  ce  degré  connaissant  l'exposant  a  auquel  appartient  j. 
En  effet,  nous  savons  que  a  divise  p"  —  1  ;  si  nous  désignons  par 
r  le  plus  petit  nombre  tel  que  p''  —  1  soit  divisible  par  a,  nous 
aurons 

j^'"  =j  [modd.  p,  f{i)], 

et  r  sera  le  plus  petit  nombre  tel  que  cette  congruence  ait  lieu.  Il 
en  résulte  que  g{x)  est  de  degré  r.  (On  voit  que  r  est  un  diviseur 
de  n\  il  serait  facile  de  le  montrer  directement.)  On  convient  de 
dire,  lorsque  r  est  le  plus  petit  nombre  tel  que  p'  —  i  soit  divisi- 
ble par  a,  que  a  est  un  diviseur  propre  de  f—  1.  Les  racines 
d'une  congruence  irréductible  quelconque   g{x)   de  degré   r   appar- 
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tiennent  donc  à  un  même  exposant  a,  diviseur  propre  de  f  —  1 
et  x"" —  l  est  divisible  par  ^(a?)  (mod.  p);  on  peut  dire  que 
la  congruence  irréductible  g[x)  appartient  à  Vexposant  ce.  Le 
nombre  des  imaginaires  qui  appartiennent  à  Fexposant    a    est    cp(a); 

comme  chaque  congruence  de  degré  r  a  r  racines,  il  y  a  - — -    con- 

gruences  qui  appartiennent  à  l'exposant  a   (*). 

En  particulier  il  y  a      ^^^ congruences  irréductibles  de 

degré  n  qui  appartiennent  à  Texposant  p"  —  1  ;  elles  ont  pour 
racines  les  o  (p"  —  1  )  racines  primitives  {**).  Si  l'on  choisit  comme 
congruence  fondamentale  une  de  ces  congruences  que  l'on  peut  appe- 
ler primitives,  i  sera  une  racine  primitive  et  par  suite  les  p"  —  i 
premières  puissances  de  i  constitueront  un  système  complet  de 
nombres  incongrus  entre  eux  et  à  zéro. 

Il  est  facile  de  trouver  l'expression  de  toutes  les  racines  d'une 
congruence  irréductible  quelconque  en  fonction  de  l'une  d'entre 
elles.  Remarquons  d'abord  que  si  une  imaginaire  j  appartient  à  l'ex- 
posant X,  diviseur  propre  de     p'—i,     les  r  quantités 

.     2  .     ;■ 1 

sont  distinctes.  En  effet,  si  on  avait 

J'''=j''  [modd.  p, /(^)] 

et 

a  <  p  <  n, 

on  en  conclurait,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance    p*""*, 

j>"-=jf+'--  [modd.  p, /-(i)], 

OU,  à  cause  de 

.P''  =j  [modd.  p,  f{i)\ 

la  congruence 

dans  laquelle  on  aurait 

0<p-a<r, 
ce  qui  est  impossible. 


(*)  Remarquons  en  passant  ce  théorème  :  a  étant  un  diviseur  propre  de 
p^  — 1,     <p(a)    est  divisible  par   r. 

(**)  Nous  avons  ainsi  une  limite  inférieure  du  nombre  des  congruences  irréduc- 
tibles de  degré  n  plus  facile  <à  calculer  que  la  valeur  exacte  donnée  plus  haut. 
Mais  il  importe  de  remarquer  que  pour  trouver  cette  limite  inférieure,  nous  avons 
dû  supposer  l'existence  (Vime  congruence  irréductible  f{x)  de  degré  n  ;  il  aurait 
donc  été  impossible  de  s'en  servir  pour  démontrer  qu'il  existe  effectivement  des 
congruences  irréductibles  de  tous  les  degrés. 


On  a  donc  a  fortiori 


60  THÉORIE    DES   NOMBRES 

Or,  nous  avons  vu  que  Ton  a,  quel  que  soit  X, 

¥{jp')  =  [FU)f  (mod.p). 

F(;>^)  =  [F(i)]^^  [modd.  p,  f{i)]; 

il  en  résulte  que  si  la  congruence 

F(x)  =  0  [modd.  p,f{i)] 

admet  la  racine  7,  elle  admet  aussi  pour  racine  j^^  quel  que  soit  X. 
Mais  nous  venons  de  voir  que  si  F{x)  est  de  degré  r,  parmi  toutes 
les  quantités  j^  il  y  en  a  précisément  r  de  distinctes  ;  ce  sont  donc 
toutes  les  racines  de  la  congruence  proposée. 

28.  Ces  préliminaires  établis,  considérons  une  congruence  irré- 
ductible de  degré  w, 

g{x)  =  0  [modd.  p,  f{i)] 

(nous  supposons  toujours  que  n  désigne  le  degré  de  f{i)).  Soit 

/  ^  o{i)  ^  Gq  -h  ttii  -\-  .  .  .  -\-  fln_ri"~^ 

une  racine  de  la  congruence  proposée  ;  les  n  —  1  autres  racines 
sont 

f,f      ,       ....  ,f  . 

Or  on  a 

jp'  =  [o{i)r  =  o{ip')         [modd.  p,  Ai)]. 

Les  n  racines  de  la  congruence 

f{x)  =  0  [modd.  p,  f{i)] 

sont,  d'après  ce  qui  précède, 

si  on  les  désigne  par  ii,  12,  ...,  in  et  si  on  désigne  également  par 
il,  7*2,  ">,jn  les  racines  de  g{x)^  on  voit  que  Ton  a  générale- 
ment (*) 

On  en  conclut  que  si  Ton  désigne  par  'G{y)  =  0  la  transformée 
algébrique  de  Téquation    f{x)  =  G    par  la  transformation    y  =  o{x), 

on  a 

G(y)^kg(y)  (mod.  p), 

A  désignant  une  constante.  En  d'autres  termes,  on  passe  de  la  con- 


{*)  Il  aurait  été  très  facile  de  voir  directement  que  toutes  les  quantités  cp(ea) 
sont  racines  de  g[x),  mais  i\inalyse  précédente  est  nécessaire  pour  montrer  que  ces 
quantités  sont  distinctes. 
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gmence  fondamentale  à  une  autre  congruence  irréductible  de  même 
degré  par  une  transformation  algébrique,  et  cette  transformation 
donne  précisément  l'expression  des  racines  de  la  seconde  congruence 
en  fonction  de  celles  de  la  première. 

Il  est  clair  qu'un  polynôme  irréductible  (mod.  p)  est  aussi  irré- 
ductible algébriquement  (c'est-à-dire  ne  peut  être  décomposé  en 
facteurs  rationnels).  La  transformation 

y  =  ?(^) 
transformant  le  polynôme  irréductible  f{x)  dans  le  polynôme  irré- 
ductible G  (y),  on  sait  qu'il  existe  une  transformation  inverse  : 

qui  transforme  G  (y)  en  f{x)  et  on  sait  déterminer  algébriquement 
cette  transformation.  On  conclut  de  ce  qui  précède  que  la  con- 
gruence 

f{x)  =  0  [modd.  p,  gU)], 

où  nous  désignons  par  j  l'imaginaire  de  Galois  fondamentale,  admet  la 
racine 

i  =  m- 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  ce  qui  arrive  lorsqu'on  remplace  f{x) 
par  g{x)  comme  congruence  fondamentale.  Nous  désignerons  par  / 
l'imaginaire  de  Galois  qui  est  relative  à  g{x)  et  nous  allons  voir  que 
le  résultat  est  fort  simple.  On  doit  opérer  comme  on  serait  naturel- 
lement amené  à  le  faire,  si  on  admettait  a  priori,  que  les  racines  ima- 
ginaires des  congruences  irréductibles  ont  une  existence  effective,  c'est- 
à-dire  indépendante  du  choix  de  la  congruence  fondamentale.  D'une 
manière  plus  précise,  si  la  congruence 

F(^)  =  0  [modd.  p,  f{i)] 

admet  la  racine  h{i)^  la  congruence 

¥{x)~0  [modd.  p,  g(j)] 

admet  la  racine  Ii['\'{j)].  En  effet,  F[h{i)]  est  divisible  par  f{i)  sui- 
vant le  module  p  ;  donc  ¥[h{'\ij)]  est  divisible  par  f{^j).  Mais  d'après 
la  théorie  de  la  transformation,  nous  savons  que  fi'^y)  est  divisible 
algébriquement  par  G(î/);  donc  f['^j)  est  divisible  par  g[j)  suivant 
le  module  p  et  par  suite  F[^(47')]  Test  aussi,   c'est-à-dire  que  h{'^j) 

est  racine  de 

¥{x)  =  i)  [modd.p,g[j)]. 
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Nous  sommes  maintenant  assurés  que  l'existence  de  relations 
entre  les  racines  de  plusieurs  congruences  irréductibles  est  indépen- 
dante du  choix  de  la  congruence  fondamentale.  Ce  choix  n'a  donc  pas 
Timportance  excessive  qu'on  aurait  pu  lui  attribuer  tout  d'abord  ; 
c'est  simplement  un  moyen  pour  étudier  certaines  relations. 

On  a  remarqué,  dans  le  chapitre  précédent,  qu'il  est  impossible 
d'exprimer  les  racines  d'une  congruence  irréductible,  de  degré  r,  au 
moyen  de  l'imaginaire  définie  par  une  congruence  fondamentale  de 
degré  n,  lorsque  n  n'est  pas  un  multiple  de  r.  Il  en  résulte  que  la 
relation  entre  les  imaginaires  de  Galois  correspondant  à  deux  con- 
gruences  fondamentales  de  degrés  différents  n'est  simple  que  si  le 
degré  de  l'une  est  un  multiple  du  degré  de  l'autre. 

On  peut,  lorsqu'on  a  des  congruences  de  degrés  différents  quel- 
conques, considérer  une  congruence  irréductible  dont  le  degré  est  le 
plus  petit  multiple  commun  des  degrés  des  congruences  proposées. 
Mais  nous  ne  voulons  pas  trop  nous  étendre  sur  ce  sujet.  Bornons- 
nous  à  énoncer  le  résultat  suivant,  relatif  au  cas  où  le  degré  n  de  la 
congruence  fondamentale  primitive  f{i)  est  un  multiple  du  degré  r 
de  la  congruence  fondamentale  nouvelle  g{j).  Si  alors 

j^o{i)  [modd.  p,  f(i)] 

est  une  racine  de  la  congruence 

g[x)  =  i)  [modd.  p, /(i)], 

la  transformée  algébrique  de  l'équation    f{x)  =  0    par  la  transfor- 
mation     y  —  o{x)     étant     G{y)  =  0,     on  a 

G(?/)  =  Wî/)?  (mod.  p), 

en  posant     n  =  ly. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  effectue  sur  une  équation 

dont  le  premier  membre  est  irréductible  {mod.  p)  une   transforma- 
tion rationnelle  quelconque  : 

y  =  o(.t), 

le  résultat  est  irréductible   (mod.  p)   ou  congru  à  une  puissance 
d'un  polynôme  irréductible. 

On  verrait  facilement  que  l'on  passerait  du  cas  où  la  congruence 
irréductible  est  g{j)  au  cas  où  elle  est  f{i)  par  une  simple  transfor- 
mation entière  [j  =  ©(i)],  mais  la  réciproque  n'est  évidemment 
pas  vraie. 
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III.  —  Applications.  Modules  composés. 

29.  Nous  allons  maintenant  considérer  exclusivement  les  nombres 
réels,  sans  indiquer  l'extension  aux  imaginaires  de  Galois  des  appli- 
cations que  nous  allons  faire. 

Les  considérations  que  nous   avons  développées  constituent  une 

étude  de  la  congruence 

0?"  ^  1  (mod.  p). 

Nous  savons  en  effet  résoudre  cette  congruence  ;  si  0  désigne  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  n  et  de  p  —  1  qI  g  une  racine  primitive 
pour  le  nombre  premier  p^  ses  racines  sont  visiblement 

^  '  ,  9    "  .  9    "  ^  ,  9         '   ; 

et  leur  nombre  est  0. 
Proposons-nous  de  résoudre  la  congruence  binôme  plus  générale  (*) 

a?"  ^  D  (mod.  p). 

D'après  les  propriétés  des  indices,  nous  devons  avoir 

n  ind.  a?  ^  ind.  D  (mod.  p — 1). 

C'est  une  congruence  du  premier  degré  en  ind.  x. 

Si  n  est  premier  avec  p  —  1,  cette  congruence  admettra  une  solu- 
tion et  une  seule  et  il  en  sera  de  même  de  la  congruence  proposée. 

Si  n  n'est  pas  premier  avec  p  —  1,  désignons  par  8  leur  plus 
grand  commun  diviseur.  La  congruence  est  impossible  si  0  ne  divise 
pas  ind.  D;  si  8  divise  ind.  D,  elle  admet  ô  solutions  incongrues  ; 
il  en  est  de  même  de  la  congruence  proposée.  Donc  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  congruence 

a?"  ^  D  (mod.  p) 

soit  possible  est  que  ind.  D  soit  divisible  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  8  de  n  et  de    p  —  1  ;     la  congruence  admet  alors  0  solutions. 

Il  est  manifeste  que  le  résultat  doit  être  indépendant  de  la  racine 
primitive  choisie  comme  base  des  indices.  Il  est  donc  naturel  de 

(*)  La  congruence 

ax"  ^  b  (mod.  jj) 

se  ramène  à  celle  que  nous  considérons  dans  le  texte  en  posant 

D  ^  —  (mod.  p). 
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chercher  à  mettre  la  condition  de  possibilité  sous  une  forme  où 
n'apparaisse  plus  cette  racine  primitive.  Posons 

ind.  D  =  d 
et  désignons  par  g  la  base  des  indices  ;  nous  aurons 

g'^  ^  D  (mod.  p). 

p  —  1 

Élevons  les  deux  membres  à  la  puissance  entière    — ;r-  ;  il  vient 

a.  '-^  t=l 

g      ^     =zD^  . 

Si  8  divise  d,      ■7'         sera  divisible  par   p  —  i    et  le  premier 

0 

membre  sera  congru  à  1  ;  il  est  donc  nécessaire  que  Ton  ait 

D  '^   ^  1  (mod.  p). 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,    car  si  elle   est  vérifiée, 
on  a 

^^^ind.  D  =  0  (mod.     p  — 1), 

0 

c'est-à-dire  que  ind.  D  est  divisible  par  8. 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  congruence 

a-"  =  D  (mod.  p) 

soit  possible,  est  que  l'on  ait 

[)  '    =i  (mod.  p). 

Reprenons  la  question  dans  le  cas  où  n  divise    p  —  i.     Soit 

p  —  1  =  nq. 

11  est  clair  que   le   procédé  le  plus  élémentaire  pour  résoudre  la 

congruence  . 

a:"  =  D  '  (mod.  p) 

consiste  à  former  successivement  les  n'<'"^^  puissances  de  p  —  i 
nombres  incongrus  entre  eux  et  à  zéro,  de  prendre  les  résidus 
minima  de  ces  puissances  et  d'examiner  si  l'un  de  ces  résidus  est 
égal  à  D  (nous  supposons  D  compris  entre  0  et  p).  C'est  ce  pro- 
cédé élémentaire  qui  va  nous  permettre  l'étude  de  la  question  en 
ayant  soin  de  prendre  pour  les  p  —  i  nombres  incongrus  dont 
nous  venons  de  parler,  les  p—i  premières  puissances  d'une 
même  racine  primitive  : 

g.  g'.  ■■-.  9'~'->  9'"''^ 
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leurs  «î's'Mes  puissances  sont 

et  nous  pouvons  visiblement  les  écrire  de  la  manière  suivante  : 
r  f''  9'^^ 

g{<l+^]'i  g{'l~\-m  Q2qii 


gi{n-i)q^l]ii  un-l)q-{-2]n (i"'l" 

Si  nous  remarquons  que  Ton  a 

g'in   —  gp-i   ^  l  (mod.    p)^ 

Ton  voit  que  les  nombres  inscrits  dans  une  même  colonne  ont  un 
même  résidu  minimum  ;  il  y  a  donc  seulement  g  résidus  minima  dif- 
férents, ce  sont  les  résidus  des  puissances 

y'\  9"%  •    ,  g'"' 

(dont  la  dernière  est  congrue  à  Tunité  puisque  qn  est  égal  à 
p  —  1);  ces  résidus  sont  d'ailleurs  tous  différents  et  Ton  aperçoit 
immédiatement  que  ce  sont  les  q  racines  de  la  congruence 

x'i  ^E  1  (mod.  p). 

Donc,  pour  que  D  se  trouve  parmi  ces  nombres,  il  faut  que  l'on  ait 

D'/  :rr  D  »  =  1  (mod.  p); 

c'est  la  condition  déjà  trouvée. 

30.  Mais  le  tableau  que  nous  venons  de  faire  nous  permet 
d'approfondir  davantage  cette  question  et  de  partager  en  classes  les 
nombres  D  pour  lesquels  la  congruence 

a:-"  ^  D  (mod.  p) 

nest  pas  possible.  Nous  avons  posé  p  —  i  —  nq\  il  est  clair  qu'en 
appliquant  au  nombre  q  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  le 
nombre  ?i,  c'est-à-dire  en  élevant  à  la  ç'^'"*^  puissance  tous  les 
nombres  incongrus  entre  eux  et  à  zéro  suivant  le  module  p  (c'est-à- 
dire  les  nombres  g,  g^^  .  . .,  g^'~^),  nous  obtiendrons  seulement  n 
résultats  incongrus 

9\  9'\  . .   ,  9''' 
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OU,  en  posant    g'i  ^  f  : 

/-,  f\    ••    ,  r=^- 
Donc,  f  est  une  racine  primitive  de  la  congruence 

.t"  ^  1  (mod.  p). 

Cela  posé,  les  p  —  1  nombres  considérés  se  partagent  naturelle- 
ment en  n  classes,  la  â;^^""=  classe  comprenant  les  nombres  D  pour 

lesquels  on  a 

D-?  —/"''  (mod.  p). 

En   particulier,   les  nombres   de    la  ?j^""<^  classe  sont  ceux  pour 

lesquels  on  a 

\)q  =  /•«=!  (mod.  y?), 

c'est-à-dire  pour  lesquels  la  congruence     a"  =  D     est  possible  ;  ils 

sont  dits  :  résidus  de  ïz'é'»^*  puissances. 

11  est  clair  que  si  l'on  a 

D9  =  f"  (mod.  p), 

\)'9  =  /''■'  (mod.  p), 

il  en  résulte 

(DD')'?  =  f'-^"  (mod.  p), 

et  comme  /""  est  congru  à  l'unité  on  peut  si  l'exposant  k-{-k' 
dépasse  «,  le  remplacer  par  /v4-  k'  —  n.  On  peut  donc  dire  que  le 
numéro  de  la  classe  à  laquelle  appartient  un  produit  de  plusieurs 
facteurs  est  congru  (mod.  n)  à  la  somme  des  numéros  des  classes 
de  ces  facteurs.  C'est  cette  proposition  qui  fait  l'importance  de  la 
division  en  classes. 

Cette  division  en  classes  a  été  indiquée  pour  la  première  fois  par 
Gauss  dans  le  cas  de  n  =  A  (on  a  alors  p  z=  A  q  ^  i).  Les 
nombres  D  pour  lesquels  la  congruence  est  possible  s'appellent  rési- 
dus biquadraiiques  du  nombre  p.  L'analyse  faite  par  Gàuss,  au  sujet 
des  résidus  biquadratiqucs  (Wcrkc,  Band  JI)  s'étend  d'elle-même  au 
cas  où  n  dépasse  4  ;  tandis  que  si  l'on  étudiait  seulement  les  résidus 
quadratiques  (n  =  2)  la  généralisation  des  propriétés  des  classes 
n'apparaîtrait  pas  d'une  manière  aussi  évidente. 

Dans  le  cas  où  n  —  A  (p  =  Aq-\-i),  on  doit  désigner  par  f 
une  racine  primitive  de  la  congruence 

(1)  x^  =  i  (mod.  p). 

On  a  alors 

P  =  —  [  (mod.  p), 
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car  d'après  la  définition  de  /",  on  a 

(r-hl)(r-l)  =  0  (mod.  p), 

et  le  second  facteur  ne  peut  pas  être  nul,  sinon  f  ne  serait  pas 
racine  'primitive  de  la  congruence  (i).  On  a  donc 

f'^^  —  1  (mod.^t?), 

P  ^  —  /'  (mod.  p). 

On  en  conclut  que  si  Ton  a  : 

D'^  =  +  /"  (mod.  p)  ,  D     appartient  à  la  1'"  classe 

D?=  — 1         »  ,  »  2r        » 

D'^^  — /"        »  ,  »  3^         » 

D'^=-+-l         »  ,  »  4*=         »     . 

Les  nombres  de  la  quatrième  classe  sont  les  résidus  biquadrati- 

V  —  1 

ques  de  p.  Nous  avons  posé    q  = 

4 

Supposons  par  exemple  p  =  13;  on  a  alors  ^  =  3  et  on  peut 
prendre  f  =  o.  (On  pourrait  aussi  prendre  f  =  —  5^8  (mod.  13). 
Il  en  résulterait  un  échange  de  la  première  classe  avec  la  troisième, 
sans  importance  pour  notre  but;  il  en  est  de  môme  dans  le  cas  gé- 
néral). 

Nous  avons,  en  prenant     /"  =  5  : 

23  =  8  =  —  /"  (mod.  13). 

Donc  2  est  rangé  dans  la  troisième  classe  ;  8  =  2^  sera  rangé 
dans  la  classe  dont  le  rang  est  congru  à  3X3  (mod.  4),  c'est- 
à-dire  dans  la  première  classe  ;  8  est  donc  un  résidu  biquadratique 
de  13. 

Nous  ne  nous  étendons  pas  sur  cet  exemple  et  nous  n'examinons 
pas  ici  le  cas  fort  important  de  n  =  2,  qui  fera  l'objet  du  chapitre 
suivant. 

31.  Pour  achever  l'étude  des  congruences  binômes,  il  nous  res- 
terait à  traiter  directement  le  cas  des  modules  composés,  (l'est  ce 
que  nous  ferons  plus  loin  pour  les  congruences  du  second  degré. 
Ici,  nous  allons  nous  borner  à  énoncer  les  résultats  prmcipaux  dans 
le  cas  général  ;  il  est  facile  de  les  vérifier. 

Supposons  d'abord  que  le  module  soit  une  puissance  p""  d'un 
nombre  premier  impair  ;  on  vérifie  alors  facilement  qu'il  existe  des 
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racines  primitives,  c'est-à-dire  des  nombres  g  satisfaisant  à  la  con- 

gruence 

gfip'')  =  1  (mod.  p*) 

(qui  exprime  le  théorème  de  Fermât  généralisé)  et  ne  satisfaisant  à 
aucune  congruence  de  la  forme 

g^^i  ■  (modp*), 

dans  laquelle  r   est  inférieur  à  cp(/.^).    D'ailleurs,   lorsqu'on  a  dé- 
montré l'existence    des   racines  primitives  de    proche   en  proche 
(c'est-à-dire  en  supposant  leur  existence  pour  le  module    p^-'    afin 
de  la  démontrer  pour  le  module  />^),  on  voit  facilement  par  un  rai- 
sonnement direct  que  leur  nombre  est    cp[o(;)=^)].    En  élevant  une 
racine  primitive  aux  puissances    d,  2,  3,  . . . ,  c?  (p=^),    on  obtient  tin 
système  complet  de  restes  premiers  avec    /9^    suivant  le  module    p\ 
Nous  avons  déjà  remarqué  que  l'ensemble  des  nombres  premiers 
avec  le  module  et  inférieurs  au  module,  joue  souvent,  dans  le  cas 
d'un  module  composé,  le  même  rôle  que  le  système  complet  de  res- 
tes incongrus  à  zéro  dans  le  cas  du  module  premier.   On  obtient 
toutes  les  racines  primitives  en  élevant  l'une  d'elles  successivement 
aux  diverses  puissances  dont  l'exposant  est  premier  avec   o  (p*). 

On  voit  que  l'on  peut  faire  correspondre  à  l'un  quelconque  x  des 
o  (p^)  nombres  inférieurs  à  p^  et  premiers  avec  p^  l'exposant  au- 
quel il  faut  élever  une  racine  primitive  déterminée  pour  obtenir  un 
nombre  congru  à  x  (mod.  p^).  Cet  exposant  est  ce  qu'on  appellera 
rindice  de  x  et  ces  indices  ont  les  mêmes  propriétés  et  par  suite  les 
mêmes  applications  que  dans  le  cas  des  modules  premiers. 

Les  choses  se  passent  d'une  manière  toute  différente  lorsque  le 
module  est  une  puissance  de  2.  Le  cas  du  module  2  est  sans 
intérêt  ;  pour  le  module  2^  =^  4,  le  nombre  3  joue  le  rôle  de 
racine  primitive;  car  on  a  3^  =  i  (mod.  4).  Examinons  le  cas  du 
module  V  =  8.  Il  est  facile  de  vérifier  que  le  carré  de  tout  nom- 
bre impair  est  de  la  forme  Sn-\-\;  il  n'y  a  donc  pas  de  racines 
primitives  pour  le  module  8;  car  on  a  o(8)  =  4  et  a  étant  un 
nombre  quelconque  premier  avec  8, 

^2  ^  i  (mod.  8). 

Mais  on  peut  remarquer  que  tout  nombre  est  congru  (mod.  8)   à 
l'une  des  quatre  valeurs  que  prend  l'expression    (—  ^)^5^     lorsque 
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a  et  p  parcourent  séparément  un  système  complet  de  restes 
(mod.  2). 

Ceci  se  généralise  pour  les  puissances  de  2  supérieures  à  la 
troisième  ;  on  a  cp(2")  =  2"~^  et  a  étant  un  nombre  impair  quel- 
conque, 

a2"-2  =  1  (mod.  2"). 

De  plus,  il  existe  effectivement  des  nombres  impairs  tels  que  leur 
puissance  d'exposant  2"~^  soit  la  première  qui  soit  congrue  à  1 
(mod.  2");  en  particulier  le  nombre  5  jouit  de  cette  propriété,  quel 
que  soit  n.  Dès  lors  tout  nombre  impair  est  congru  (mod.  2'')  à  Tune 
des  valeurs  de  l'expression  (—  1)^5^  où  a  et  ^  parcourent  respecti- 
vement un  système  complet  de  restes,  a  suivant  le  module  2  et  |3 
suivant  le  module  2"~^  Les  nombres  a  et  p  peuvent  être  appelés  les 
indices  du  nombre  (—  if^^  ;  ce  système  de  deux  indices  a  des  pro- 
priétés tout  à  fait  analogues  aux  indices  uniques  déjà  considérés. 

Prenons  enfin  un  nombre  composé  quelconque  :  k  =  ^^'q^q''^'  ; 
soient  g,  g'  des  racines  primitives  pour  les  modules  q  et  q\  et 
N  un  nombre  quelconque  ;  on  aura  : 

N  =  (- 1)^33  (mod.  2»"), 

N  ^^'^  (mod.  ç"), 

N  =  g'-''  (mod.  7"'), 

les  nombres  a,  p,  y,  i  étant  complètement  déterminés,  suivant  les 
modules  respectifs  2,  2"-^  cp(^^),  cp(^"').  Ces  nombres  a,  p,  y,  y' 
seront  appelés  les  indices  de  N;  deux  nombres  N  sont  congrus 
(mod.  k)  lorsque  leurs  indices  sont  respectivement  congrus  (suivant 
les  modules  déjà  indiqués).  Les  indices  d'un  produit  sont  égaux  (ou 
congrus)  à  la  somme  des  indices  correspondants  des  facteurs,  etc.. 
Pour  plus  de  détails  sur  cette  théorie  nous  renverrons  à  la  théorie 
des  nombres  de  Lejeune  Dirichlet  (supplément  V). 


CHAPITRE  IV 
RÉSIDUS  QUADRATIQUES.  —  LOI  DE  RÉCIPROCITÉ 


I.  —  Congruences  du  second  degré. 

32.  Nous  allons  nous  occuper,  dans  ce  chapitre,  des  congruences 
du  second  degré  et  particulièrement  de  celles  qui  ont  la  forme  bi- 
nôme. Cette  étude  nous  conduira  à  la  notion  très  importante  des 
résidus  quadratiques,  dont  la  théorie  a  pour  fondement  la  loi  de  réci- 
procité découverte  par  Euler  et  Legendre.  Les  théories  générales  dé- 
veloppées dans  les  deux  chapitres  précédents  pourraient  trouver 
une  application  naturelle  dans  Tétude  que  nous  allons  faire  ;  mais, 
à  cause  de  l'importance  très  grande  de  cette  étude,  il  nous  parait 
préférable  d'opérer  autrement. 

Nous  allons  nous  attacher  à  développer  la  théorie  des  résidus 
quadratiques  en  elle-même,  c'est-à-dire  en  supposant  connues  le 
moins  de  choses  qu'il  sera  possible.  On  apercevra  immédiatement 
que  certaines  des  propositions  auxciuelles  nous  parviendrons  ainsi 
ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  théorèmes  plus  généraux  établis 
précédemment;  mais  nous  ne  supposerons  pas  connus  ces  théo- 
rèmes, de  sorte  que  la  lecture  de  ce  qui  va  suivre  peut  succéder 
immédiatement  à  celle  du  premier  chapitre  de  cet  ouvrage. 

La  congruence  générale  du  second  degré 

ax^  -f-  bx-hc  =  0  (mod.  m) 

se  ramène  immédiatement  à  la  suivante  : 

(2aa;  +  bf  =  b^  —  kac  (mod.  4am), 

que  l'on  peut  écrire 

t/2  =  D  (mod.  k), 
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en  posant  :  2aa?4-6  =  ?/, 

b^  —  Aac  =  D, 
4a  m  =  /,-. 

Une  discussion  facile  permet  de  voir  dans  chaque  cas  particulier 
si,  réciproquement,  à  une  solution  de  cette  seconde  congruence  cor- 
respond une  solution  de  la  première. 

33.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  étudier  la  congruence  bi- 
nôme, que  nous  écrirons 

a?-  ^  D  (mod.  m). 

Soit  ^  ^ 

m  —  '^y^q'^j-^ .  .  . , 
2,  p,q,r,. . .  étant  les  facteurs  premiers  distincts  de  m  (nous  verrons 
bientôt  pourquoi  il  y  a  lieu  de  distinguer  2  des  nombres  premiers 
impairs).   Nous   savons   qu'à  tout  système  de  solutions  des   con- 
gruences 

^•'  ^  D  (mod.  2=^), 

^■'  =  D  (mod.  f), 

^•'  =  D  (mod.  9^), 

*'  =  D  (mod.  r'') 


correspond  une  solution  de  la  congruence  proposée,  et  réciproque- 
ment. Pour  que  la  congruence  proposée  soit  possible,  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  que  chacune  de  ces  dernières  le  soit,  et  le 
nombre  des  solutions  de  la  proposée  est  alors  évidemment  égal  au 
produit  des  nombres  qui  expriment  combien  chacune  d'elles  a  de 
solutions  distinctes. 
Par  exemple  la  congruence 

x^  =  13 
se  ramène  aux  congruences 


^'  =  13  =  1  (mod.  4), 

3^2  ^  13  =  4 


mod.  36) 

(mod.  4), 
(mod.  9). 


La  première  a  les  solutions  distinctes 

X  ^  i 
X  =  3  ("^°^-  ^ 


(mod.  9), 


la  seconde  : 

(  x  =  l 

comme  on  s'en  assure  aisément. 
En  combinant  de  toutes  les  manières  possibles  une  solution  de  la 
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première  avec  une  solution  de  la  seconde,  on  obtient  les  quatre  so- 
lutions distinctes  de  la  proposée  : 

x  =  29\  /     1  et  2 


3  et  2 


x  =  r6    I  \     1  et  7 

)     (mod.  36),  correspondant  à  : 
a;  ^  11     \ 

x=    1     :  I     3  et  7. 


Nous  allons  voir  que  la  congruence  binôme,  lorsqu'elle  est  possible^ 
admet  deux  solutions  distinctes  lorsque  le  module  est  un  nombre 
premier  impair,  une  seule  lorsque  le  module  est  égal  à  2,  deux  lors- 
que le  module  est  égal  à  4,  quatre  lorsque  le  module  est  une  puis- 
sance de  2  divisible  par  8.  Il  en  résulte  que  le  nombre  '\i{m)  des 
solutions  de  la  congruence,  dans  le  cas  d'un  module  quelconque  m, 
est  donné  par  la  formule 

X  désignant  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs  distincts  de  m, 
et  7)  étant  égal  à  zéro  si  m  n'est  pas  divisible  par  4,  à  un  si  m  est 
divisible  par  4  et  non  par  8  et  à  deux  si  m  est  divisible  par  8.  Nous 
avons  déjà  fait  usage  de  cette  formule  ;  pour  qu  elle  soit  démontrée, 
il  nous  reste  à  faire  voir  l'exactitude  des  propositions  énoncées  dans 
le  cas  où  le  module  est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Nous  supposons  bien  entendu  que  D  est  premier  avec  m,  c'est-à- 
dire  n'est  divisible  par  aucun  des  facteurs  premiers  qui  entrent  dans 
m  ;  c'est  d'ailleurs  dans  ce  cas  seulement  que  nous  avons  fait  usage 
de  la  formule  précédente.  Elle  ne  serait  pas  exacte  dans  le  cas 
général  où  m  ne  serait  pas  premier  avec  D  (*). 


(*)  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  D  est  de  la  forme  ah-,  le  nombre  a 
ne  renfermant  aucun  facteur  premier  élevé  à  une  puissance  supérieure  à  la  pre- 
mière, on  constate  aisément  que  x  est  nécessairement  divisible  par  ah  ;  en  posant 
xr=z  aby,  on  est  ramené  à  la  congruence 

«^'(«^-^aj^O  (mod  m) 

et  par  suite,  à  la  congruence 

ay—D'  =  0  (mod  m'), 

(D  ,       wi\     ^      , 

âij^  ^^  ^^*  ~  âf?)'        chaque 
solution  de  cette  congruence  correspondent  b  solutions  distinctes  de  la  proposée. 
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34.  Considérons  donc  le  cas  où  le  module  est  une  puissance  d'un 

nombre  premier,  que  nous  supposerons  d'abord  impair.  Pour  que 

la  congruence 

x^  =  D  (mod.  p"") 

soit  possible,  il  faut  d'abord  qu'il  en  soit  ainsi  de  la  congruence 

x^  ^D  (mod.  p). 

Lorsque  cette  dernière  congruence  est  possible,  on  dit  que  D  est  ré- 
sidu quadratique  de  p;  nous  verrons  plus  loin  comment  on  le  recon- 
naît ;  ici  nous  allons  chercher  le  nombre  des  solutions,  dans  le  cas 
où  la  congruence  est  possible.  Soit  x^^  une  solution;  on  a 

D  ^xl  (mod.  p) 

et  la  congruence  proposée  peut  s'écrire 

a^2— a?g  =  0  (mod.p) 

ou 

(a?  — a?o)(ar-f-ii?o)  =  0  (mod.  p). 

Pour  que  ce  produit  de  facteurs  soit  divisible  par  le  nombre  pre- 
mier ;?,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  soit  divisible  par  p, 


c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

ou  bien 

x  =  x. 

ou  bien 

X  =  p~X, 

(mod.  p), 
?o  (mod.  p). 

La  congruence  admet  donc  deux  solutions,  qui  sont  distinctes  car 
Ix^  ne  peut  pas  être  divisible  par  p,  puisque  D  ne  l'est  pas  et  que  p 
est  supposé  impair;  on  na  donc  pas 

Xq^  p  —  a?o  (mod.  p), 

c'est-à-dire  '^Xq=0  (mod.  p). 

Montrons  maintenant  que ,  lorsque  D  est  résidu  quadratique  de  p, 
la  congruence 

a^^  =  D  (mod.  p"") 

admet  deux  solutions  et  deux  seulement. 

Nous  venons  de  voir  que  cette  proposition  est  exacte  pour  a  r=  1  ; 
il  suffit  donc  de  faire  voir  que  si  elle  est  vraie  pour  une  valeur  de  a, 
elle  subsiste  lorsqu'on  augmente  cet  exposant  d'une  unité.  Soit  y 
une  solution  de  la  congruence 

y^  =  T)  (mod.  p^); 

nous  allons  montrer  qu'on  peut  en  déduire  une  solution  de  la  con- 
gruence 

'    a?2  =  D  (mod.p^+\). 
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Pour  cela  posons 
Il  vient 

X^—D    =   y^  —  D  +  2X?/p^  H-  X2p2a  =  Q         ^^^^    ^a+lj^ 

Or,  par  hypothèse,  on  a 

i/  —  l)  =  Mp^  ; 
il  en  résulte  donc 

p^{U  +  2X?/  +  X^p^)  EEE  0  rmod.  /)='+*), 

c'est-à-dire 

M  -f-  2X?/  =  0  (mod.  p); 

'2y  étant  premier  avec  /;,  cette  congrucnce  détermine  X  ;  on  en  tire 

X  =  X„  (mod.  p) 

et  par  suite 

X  ^  y  -h  XqP*  (mod.  p='"+"i). 

On  voit  ainsi  qu'à  une  solution  y  correspond  une  solution  x  et  une 
seule  ;  il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  directement  que  la  congrucnce 

x^  =  D  (mod.  p^) 

ne  peut  avoir  que  deux  solutions  lorsque  D  n'est  pas  divisible  par  p. 
En  effet,  x^  désignant  une  solution,  x^  n'est  pas  divisible  par  p  ;  or 

on  doit  avoir 

{x  —  .rj {x  +  a^(,)  =  0  (mod.  p"") ; 

2a7o  n'étant  pas  divisible  par  p,  les  deux  facteurs  ne  peuvent  pas  être 

divisibles  parp;  l'un  des  deux  est  donc  divisible  par  p""  et  l'on  a  les 

deux  solutions  : 

X  =  Xq  (mod.  p""), 

X  EE  -  ic,,  (mod.  p^). 

35.  Passons  maintenant  au  cas  où  le  module  est  une  puissance 
de  2;  nous  supposerons,  d'après  ce  qui  précède,  que  D  est  un  nom- 
bre impair  ;  il  en  résulte  que  x  doit  être  aussi  un  nombre  impair.  Il 

est  clair  que  la  congrucnce 

x'~\y  (mod.  2), 

où  D  désigne  un  nombre  impair,  admet  dans  tous  les  cas  la  solution 

unique 

a?  =  1  (mod.  2). 

Passons  à  la  congrucnce 

.T^  =  D  .  (mod.  4). 

On  vérifie  immédiatement  que  le  carré  de  tout  nombre  impair  est 

de  la  forme     4n  -h  1  ;     cotte  congrucnce  n'est  donc  possible  que  si 

l'on  a 

I)  =  1  (mod.  4) 
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et  elle  admet  dans  ce  cas  les  deux  solutions 

x^  i  (mod.  4), 

X  ^3  (mod.  4). 

Considérons  enfin  la  congruence 

x^  =  I)  (mod.  8). 

Tout  nombre  impair  étant  de  la  forme  Ak  zh  1,  son  carré  est  de 
la  forme    Hn  +  1  ;     la  congruence  n'est  donc  possible  que  si  Ton  a 

D  =  l  (mod.  8) 

et  elle  admet  alors  les  quatre  solutions 

^  =  ;  ^^J  (mod.  8). 

X  ^  S  X  ^  1 

Nous  pouvons  maintenant  étudier  en  général  la  congruence 

x'  =  D  (mod.  2^-+-*). 

Nous  allons  montrer  que,  a  étant  plus  grand  que  2  (au  moins  égal  à 
3),  on  peut  déduire  une  solution  x  de  cette  congruence  de  toute  solu- 
tion 1/  de  la  congruence 

y~=D  (mod.  ^''). 

En  effet,  posons 

il  vient 

a,.2  _  D  =  2^(M  +  ly  -h  X^2^-2)  =  0      (mod.  2^+») 

et  par  suite,     a —  2     étant  positif  et  non  nul, 

M-T-X7/  =  0  (mod.  2), 

congruence  qui  donne  toujours  une  valeur  de  X,  puisque  y  est  im- 
pair. 

Nous  avons  ainsi  montré  que  la  congruence 

x^=Y)  (mod.  2^) 

est  possible,  lorsque  a  est  plus  grand  que  3,  dans  les  mômes  cas 
que  lorsque    a  =  3,     c'est-à-dire  si  Ton  a 

D  =  i  (mod.  8). 

En  y  regardant  de  près,  notre  démonstration  prouve  même  que  le 
nombre  des  solutions  est  toujours  égal  à  quatre^  lorsque  la  con- 
gruence est  possible,  comme  dans  le  cas  du  module  8  ;  mais  c'est 
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un  point  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement  ;  soient  x  et  x^  deux 
solutions  de  la  congruence 

x'  =  D  (mod.  2^)  ; 

X  et  Xq  sont  impairs;  x  —  Xq  et  x -h  x^  sont  donc  tous  deux 
divisibles  par  2,  mais  ne  peuvent  pas  être  tous  deux  divisibles 
par  4  ;  or  on  a 

[x  —  Xq){x -h  Xq)  =  0  (mod.  2^); 

deux  hypothèses  seulement  sont  donc  possibles  : 

(   x  —  Xq  =  0     (mod.  2^-^).  (    x  —  x^  =  0     (mod.  2) 

(  a?  4-^0  =  0     (mod.  2)  |   374-^0=0     (mod.  2^-^) 

On  en  déduit  les  quatre  solutions  distinctes  de  la  congruence  : 

\     X  =  Xq  i     X  =  —Xq 

^    ^      mod.  2^).  (mod.  2^) 

En  résumé,  pow'  que  la  congruence 

x^^D  (mod.  m) 

soit  possible^  il  faut  et  il  suffit  : 

i°  Que  D  soit  résidu  quadratique  de  tous  les  facteurs  premiers  im- 
pairs qui  figurent  dans  m  ; 

2°  Que  D  soit  de  la  forme     \n-\-  \     si  m  est  divisible  par  4,  et  de 
la  forme     8n  4- i     si  m  est  divisible  par  ^. 

On  suppose  bien  entendu  que  D  et  m  sont  premiers  entre  eux. 


II.  —  Résidus  quadratiques. 

36.  Il  nous  faut  maintenant  étudier  la  question  que  nous  avons 
laissée  de  coté  :  à  quelles  conditions  un  nombre  D  ést-il  résidu 
quadratique  d'un  nombre  premier  impair  p  ?  L'étude  de  cette  ques- 
tion très  importante  et  des  problèmes  qui  s'y  rattachent  immédia- 
tement fera  l'objet  de  la  fin  de  ce  chapitre. 

Le  procédé  à  la  fois  le  plus  élémentaire  et  le  plus  simple  pour 
rechercher  les  résidus  quadratiques  d'un  nombre  premier  p^  consiste 
évidemment  à  former  les  carrés  des  nombres  1,2,3,...,  p  —  1  et 
à  prendre  leurs  résidus  minima  par  rapport  à  p.  Il  est  clair  que 
tout  nombre  x  étant  congru  à  l'un  des  nombres  1,  2,  3,  ...,  p  —  1, 
son  carré  a?^  sera  congru  au  résidu  minimum  du  carré  de  l'un  de 
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ces  nombres.  Soit,  par  exemple,    p  =  1  -,     formons  les  carrés  des 

6  premiers  nombres, 

1,  4,  9,  16,  23,  36; 

leurs  résidus  minima  (mod.  7)  sont 

1,4,2,    2,    4,    1. 

Donc  :  1,  2,  4  sont  résidus  quadratiques  de  7  (ou  plus  simplement 

résidus)  ;  3,  3,  6  seront  dits  non-résidus. 

On  aperçoit  sur  cet  exemple  un  fait  qui  est  évidemment  général  ; 

les  résidus  minima  étant  inscrits  en  ordre  sur  une  même  ligne,  les 

termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  ;  en  d'autres  termes 

les  carrés   des  nombres  a  et     p  —  a     ont  même   résidu.   On   a 

en  effet 

a^^{p  —  aY  (mod.  p). 

Il  en  résulte  que,  pour  obtenir  les  résidus  de  p,  il  suffit  de  faire  les 

p  —  1 
carrés  des  nombres  1,2,  3,  ...,     — - —     Le  nombre  de  ces  résidus 

là 

ï)  —  1 

est  donc  au  plus  égal  à     — - —  ;     il  est  facile  de  voir  qu'il  a  préci- 

sèment  cette  valeur.  En  effet,  si  a  et  6  désignent  deux  nombres 
inégaux  de  la  suite  1,  2,3,  ...,  ^^  "~"  ,  il  est  clair  que  a  — h  ni 
a-\-  b    ne  peuvent  être  divisibles  par  p  ;  on  ne  peut  donc  pas  avoir 

a^  ^  b^  (mod.  p). 

p  —  1  p  —  1 

Il  y  a  donc résidus  et    — - —     non-résidus. 

2  2 

Il  est  clair  que  le  produit  de  deux  résidus  D  et  D'  est  un  résidu  ; 

car  si  Ton  a 

x^  ^  I)  (mod.  p)^ 

x""  =  D'  (mod.  p), 

il  en  résulte 

{xx'y  =  DD'  (mod.  p). 

Cela  posé,  considérons  un  système  complet  de  restes  (*)  (mod.  p)] 

p  —  1  p  —  1 

il  comprend    ^—^ —     résidus  et    '^— - —     non-résidus.  Si  on  mul- 

tiplie  ce  système  complet  de  restes  par  un  résidu  R,  on  obtient 

p  —  1 
encore  un  système  complet  de  restes,  c'est-à-dire    ^— - —     résidus 


(*)  Ici  et  dans  la  suite,  lorsqu'il  sera  question  de  système  complet  de  restes,  nous 
excluons  le  reste  zéro. 
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V  —  1  p 

et    — - —     non-résidus.   Mais  d'après  ce    qui  précède  les    — 


V  —  1 
résidus  proviennent  de  la  multiplication  par  II  des     ^— - —    résidus  ; 

V  —  1 

donc  les     — - —     non-résidus  proviennent  de  la  multiplication  par 

p  —  1 

R  des     non-résidus,  c'est-à-dire  que  :  le  produit  d'un  résidu 

par  un  non-résidu  est  un  non-résidu.  On  démontrerait  de  même,  en 
considérant  le  système  complet  de  restes  qu'on  obtient  en  multi- 
pliant un  système  complet  par  un  non-résidu,  que  :  le  produit  de  deux 
non-résidm  est  un  résidu.  Ces  diverses  propositions  vont  d'ailleurs 
apparaître  bientôt  comme  évidentes. 

37.  Il  est  assez  naturel  de  considérer  la  congruence 

x"  =  D  (mod.  p) 

comme  un  cas  particulier  de  la  congruence  biitnéaire 

yz  =  D  (mod.  p). 

Nommons,  pour  un  instant,  nombres  associés,  deux  nombres  ?/  et  s 
qui  satisfont  simultanément  à  cette  congruence  bilinéaire.  Il  résulte 
des  propriétés  des  congruences  du  premier  degré  que  tout  nombre 
a  un  associé  et  un  seul  ;  d'ailleurs  deux  nombres  associés  ne  peu- 
vent être  égaux  que  si  D  est  résidu  quadratique  de  p,  et  leur  valeur 
commune  satisfait  à  la  congruence 

x^  =  D  (mod.  p). 

Cette  congruence  admettant   deux   solutions  x^  et    p  —  x^,     dont 

le  produit  est  congru  à     —  xl     c'est-à-dire  à     —  D,     il   en  résulte 

que  :  lorsque  D  est  résidu  de  ;;,   il  y  a  deux  nombres  égaux  chacun  à 

son  associé  '  leur  produit  est  congru  à     —  D. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

4°  Si    D    est  non-résidu  de  /?,  les    jt?— 1     nombres  1,  2,  3,  ..., 

p —  i 
p  —  i     sont  associés  deux  à  deux  ;  ils  forment    — - —     groupes, 

le  produit  des  nombres  de  chaque  groupe  étant  congru  à  D  ;  on  a 

donc 

1.2.3  ...  (p—  1)  =  D  ^  (mod.  p)\ 

2»  Si  D  est  résidu  de  ;?,  il  y  a  deux  de  ces     p  —  1     nombres 

(Xo  et     p  —  r,,)     <^orit  le  produit  est  congru  à     —  D;     les     p  —  3 
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autres  sont  associés  deux  à  deux  comme  précédemment  et  par  suite 

p  —  i 

forment    - — i     groupes  ;  on  a  donc 


1.2  3  ...(/)  —  !)  =  — D  =^  (mod.  p). 

Si  nous  remarquons  que  le  nombre  1  est  évidemment  résidu  qua- 
dratique, nous  retrouvons  le  théorème  de  Wilson  : 

1.2.3...   (p— 1;  =  — 1  (mod.  p); 

mais  il  faut  remarquer  que  cette  démonstration  ne  diffère  pas  de 
celle  que  nous  en  avons  déjà  donnée.  En  faisant  usage  de  ce  théo- 
rème nous  voyons  que  Ton  a 

D  ^    ^  -h  1  (mod.  p) 

si  D  est  résidu  ;  et 

D  2   =  -1  (mod.  p) 

si  D  est  non-résidu. 

Comme  tout  nombre  est  nécessairement  résidu  ou  non-résidu  et 
que  ces  deux  congruences  sont  incompatibles,  il  en  résulte  que,  ré- 
ciproquement, toute  solution  de  la  congruence 

p-i 
X  ^   —1^0  (mod.  p) 

est  un  résidu  et  toute  solution  de  la  congruence 

p-i 
X  ^  +1^0  (mod.  p) 

un  non-résidu, 

p  —  1 

Chacune   de  ces   congruences   a  donc     — - —     solutions  ;    on   a 

d'ailleurs  toujours 

x^'~~^  ^  1  (mod.  //), 

ce  qui  est  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Fermât. 
On  pourrait  raisonner  de  môme  sur  la  congruence  bilinéaire 

?/3  ^  D  (mod.  m) 

dans  le  cas  où  le  module  m  n'est  pas  premier  ;  mais  il  faudrait  ex- 
clure complètement  les  nombres  D,  î/  et  j  qui  ne  seraient  pas  pre- 
miers avec  m.  On  voit  alors  facilement  qu'en  désignant  par  o(w)  le 
nombre  des  entiers  premiers  avec  m  et  non  supérieurs  à  w,  et  par 
^[m]  le  nombre  des  solutions  qu'admet  la  congruence 

x^  ^  D  (mod.  m) 
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dans  les  cas  où  elle  est  possible,  on  a  : 


D^       =  1  (mod.  m) 


lorsque  cette  congruence  est  possible,  et 


D2^^  ^=(_1)2^^  (mod.  m) 

lorsqu'elle  ne  Test  pas.  Mais  ceci  ne  constitue  un  théorème  vraiment 
intéressant  que  lorsque  ^  (m)  n'est  pas  divisible  par  4,  c  cst-à-dire 
lorsque  m  est  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  au 
double  d'une  telle  puissance,  ou  égal  à  4.  Sinon,  on  a  toujours 

02^^^'"^=  1  (mod.  m) 

et  on  ne  peut  distinguer  ainsi  si  la  congruence 

x^  =  I)  (mod.  m) 

est  possible  ou  non.  Aussi  nous  bornons-nous  au  cas  où  le  module 
est  un  nombre  premier. 

38.  Nous  conviendrons  de  représenter  avec  Legendre,  par  le  sym- 
bole 


(") 


l'unité  précédée  du  signe  -h  ou  du  signe  —  suivant  que  D  est  résidu 
quadratique  ou  non-résidu  quadratique  du  nombre  premier  p. 
On  a  ainsi  toujours 


DX /U ,  ^  , 


()© 


et,  d'après  ce  qui  précède, 

-]  =D  \  (mod.  p). 

pJ 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  congruence  l'égalité  fondamen- 
tale 

qui  exprime  des  théorèmes  déjà  établis  directement. 

Étant  donné  un  nombre  premier  j),  le  problème  de  rechercher  les 
nombres  qui  sont  résidus  et  non-résidus  ne  présente  aucune  diffi- 
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cullé  ;  il  suffit,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  de  former  les  carrés  des 

p  —  1 

termes  de  la  suite  1,  2,  3,   .    .,    — - — 

Le  problème  suivant  est  beaucoup  plus  difficile  :  étant  donné  un 
nombre  D,  trouver  les  nombres  premiers  p,  tels  que  D  soit  résidu 
quadratique  de  p.  Ce  problème  s'est  présenté  depuis  longtemps 
sous  une  forme  à  peine  différente;  il  n'a  été  résolu  complètement 
que  par  la  belle  découverte  faite  par  Euler  et  par  Legendre  de  la  loi 
de  réciprocilé.  Cette  loi  est  ainsi  nommée  parce  qu'elle  établit  une 
réciprocité  remarquable  entre  deux  nombres  premiers  quelconques 
p  et  q.  Si  /?  et  g  ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  kn  -h  3,  ou  bien 
chacun  d'eux  est  résidu  quadratique  de  l'autre,  ou  bien  chacun  d'eux 
est  non-résidu  quadratique  de  l'autre.  Si  jo  et  9'  sont  tous  les  deux 
de  la  forme  4uH-3,  l'un  des  deux  est  résidu  quadratique  de  l'au- 
tre, lequel  est  non-résidu  du  premier.  Nous  reviendrons  d'ailleurs 
sur  cet  énoncé  pour  le  généraliser  et  le  traduire  analytiquement. 


III.  —  Caractères  quadratiques.  Symbole  de  Legendre. 


39.  Indiquons  maintenant  comment  le  problème  qui  nous  occupe 
s'était  posé  à  Fermât  et,  après  lui,  à  Euler  et  Lagrange.  Ces  géomè- 
tres s'étaient  proposé  de  rechercher  si  la  forme 

P  -  Du^ 

peut  être  divisible  par  un  nombre  premier  p,  pour  des  valeurs  en- 
tières convenables  des  variables  t  et  u.  Le  nombre  p  est  alors  dit 
un  diviseur  de  cette  forme.  Par  exemple,  le  nombre  7  est  un  divi- 
seur de  la  forme 

car  pour    x  =  3,     y  =  i-,     cette  forme  est  divisible  par  7. 

Le  problème  de  trouver  les  diviseurs  de  la  forme  P — Du^  est 
complètement  équivalent  à  celui  que  nous  nous  proposons  ;  on  sup- 
pose, bien  entendu,  que  t  et  u  sont  premiers  entre  eux,  car  tout  divi- 
seur commun  h  t  et  u  divise  la  forme.  Si  p  est  un  diviseur  de  la 
forme,  il  ne  peut  diviser  u;  sinon  il  diviserait  /  ;  on  peut  alors  trou- 
ver un  nombre  y  tel  que 

uy  ^i  (mod.  p). 
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On  a  alors 

y'{t'  —  Du^)  =  0  (mod.  p), 

d'où 

(tyf  =  DuHj'  =  D  (mod.  p.), 

c'est-à-dire  que  D  est  résidu  quadratique  de  p;  réciproquement 
si  D  est  résidu  de  p,  il  existe  un  nombre  x  tel  que 

a;2  _  D  =  0  (mod.  p), 

et     i^  —  Du^     est  divisible  par  p  pour     t  =  x,     u  =  i. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  peut  s'énoncer  ainsi  :  D 
étant  un  nombre  donné,  trouver  un  critérium  aussi  simple  que  pos- 
sible pour  trouver,  quel  que  soit  p,  la  valeur  du  symbole  l-j.  11 
est  clair  qu'on  peut  toujours  supprimer  dans  D  les  puissances  paires 
des  nombres  premiers  qui  y  figurent  :  si  l'on  a 

D  =  q'D\ 
il  en  résulte 

On  peut  donc  supposer  que  D  ne  renferme  que  des  facteurs  premiers 
à  la  première  puissance.  Nous  verrons  que  lorsque  D  est  un  nombre 
premier,  le  critérium  dont  nous  venons  de  parler  (qu'on  appelle  le 
caractère  quadratique  de  D)  dépend  uniquement  du  reste  de  la  divi- 
sion de  p  par  4D  ;  nous  démontrerons  par  exemple  que  l'on  a 

si  le  reste  de  la  division  de  p  par  8  est  1  ou  7,  et  dans  ces  cas  seu- 
lement. De  même,  pour  que 

3 


P 


il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  reste  de  la  division  de  p  par  12 
soit  i  ou  11.  On  en  conclut  que  le  caractère  quadratique  d'un  nom- 
bre composé  se  déduit  immédiatement  de  celui  de  ses  facteurs  pre- 
miers. Par  exemple,  en  admettant  les  résultats  qui  précèdent,  on 
voit  que  l'on  a 


D- 


1 

PJ 
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si  le  reste  de  la  division  de  j)  par  24  est  1,  5,  19  ou  23.  Il  suffit  en 
effet  de  former  le  tableau  suivant  : 


p^à: 

(1) 

(7) 

(1) 

1 

-4-1 

-hl 

4-1 

5 

—  1 

—  1 

-hl 

7 

-+-1 

—  1 

—  1 

11 

—  1 

-hl 

13 

—  1 

4-1 

—  1 

17 

H-1 

- 

—  1 

19 

—  1 

—  1 

-+-1 

23 

+  1 

-M 

-hl 

Il  nous  suffit  donc  de  traiter  le  problème  lorsque  D  est  un  nombre 
premier  ;  comme  nous  ne  supposons  pas  que  D  est  positif,  nous 
examinerons  successivement  les  cas  suivants  : 

10    D  =  —  1  ; 

2°    D  =  2; 

30    D  =  un  nombre  premier  impair  positif. 

40.  Le  cas  où  D  =  —  1  se  traite  immédiatement.  D'après  une 
formule  déjà  établie,  on  a 


c'est-à-dire 


si  p  est  de  la  forme     4n  4-  1  ;     et 


(t)  =  - 


si  p  est  de  la  forme     4n-h3. 
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La  forme  l^  -\-  u^  admet  donc  pour  diviseurs  les  nombres  premiers 
de  la  forme  An  -hi  et  ceux-là  seulement.  Nous  reviendrons  sur 
cette  proposition  qui  est  Tune  des  plus  importantes  de  l'Arithmé- 
tique. Elle  était  connue  de  Fermât,  ainsi  d'ailleurs  que  les  résultats 
que  nous  allons  démontrer  pour  le  nombre  2.  Nous  allons  faire  voir 
que  2  est  résidu  quadratique  des  nombres  premiers  de  la  forme 
Sn  zh  i  et  non-résidu  de  ceux  qui  ont  la  forme  Sn  zh  3.  Ces  pro- 
positions seront  bientôt  établies  simultanément  par  une  méthode 
générale  due  à  Gauss  ;  mais  les  démonstrations  particulières  qui  en 
ont  été  données  sont  intéressantes  à  connaître.  Montrons  d'abord 
que  2  est  résidu  quadratique  des  nombres  premiers  p  de  la  forme 
8^^  H-  i.  Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  une  proposition  éta- 
blie dans  la  théorie  générale  des  congruences  (Gh.  ii)  :  toute  con- 
gruence  (mod.  p)  dont  le  premier  membre  divise  x^'~'^  —  1  a  autant 
de  racines  quil  y  a  d'unités  dans  son  degré.  Or  p  étant  de  la  forme 
8n-+-l,     x^'-^  —  i     est  divisible   par     x^ — 1      et  par  suite,   par 

x''  4-  i  ;     la  congruence 

a?^4-i=0  {mod:  p) 

a  donc  quatre  racines.  Si  x  désigne  l'une  d'elles,  on  a 

(a:2-4-l)2_2a?2  =  0  (mod.  p), 

ce  qui  montre  que  p  est  un  diviseur  de  la  forme     t^—^a-,     car 

x^  4-1     ai  X  sont  premiers  entre  eux;  donc 2  est  résidu  de  p. 

Supposons  Qiaintenant  que  p  soit  de  la  forme    8?2±:3;     il  faut 

montrer  que  la  congruence 

a-2  — 2  =  0  (mod.p) 

est  impossible.  On  le  vérifie  sans  peine  pour  p  —  'i.  Si  donc  la 
proposition  n'était  pas  vraie,  il  existerait  un  nombre  premier  p  de 
la  forme  8nzb3,  tel  que  la  proposition  soit  en  défaut  pour  ce 
nombre,  tout  en  étant  vraie  pour  tous  les  nombres  premiers  de 
même  forme  inférieurs  à  p.  Il  suffit  donc  de  démontrer  l'impossibi- 
lité d'une  telle  chose.  Si  le  nombre  p  existait,  la  congruence 

ic2_2  =  0  (mod.  p)     p  —  ^n-^'6     ou     8m +  5 

aurait  deux  solutions  inférieures  à  p  ;  l'une  d'elles  serait  un  nom- 
bre impair  ;  désignons-la  par  x.  Nous  allons  faire  voir  que,  x  étant 
impair  et  inférieur  à  p,  a^^  _  ^  ne  pourrait  être  divisible  par  p 
sans  être  divisible  par  un  nombre  premier  de  même  forme  et  infé- 
rieur à  p.  En  effet,  le  carré  de  tout  nombre  impair  étant  de  la  forme 
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8n  4-  1,  x^  —  ^  est  de  la  forme  8n  —  1  et  ne  peut  par  suite  être 
égal  à  »  ;  on  a  donc 

/"étant  plus  grand  que  1.  /est  d'ailleurs  inférieur  à  p,  puisque  x  est 
inférieur  à  p  ;  tous  les  facteurs  premiers  de  f  sont  donc  inférieurs 
à  p  ;  il  suffit  donc  de  montrer  que  Tun  au  moins  de  ces  facteurs  est 
de  la  forme  8n+3  ou  8n+o.  Or,  si  tous  ces  facteurs  étaient 
de  la  forme  Sndzl  (ils  sont  nécessairement  impairs),  leur  pro- 
duit f  serait  de  la  forme  8ndz  1  et  le  produit  pf  ne  pourrait  être 
de  la  forme  8n — 1,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qu'on  vient  de 
voir. 

Il  reste  à  montrer  que  2  est  résidu  des  nombres  premiers  de  la 
forme  8n  +  7  ;  pour  ces  nombres  —  1  est  non-résidu  ;  il  suffit 
donc  de  montrer  que  — 2  est  non-résidu.  Il  résulte  de  ce  qui  pré- 
cède que  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  8n  ^-5,  2  étant 
non-résidu  et  — 1  résidu,  — 2  est  non-résidu.  Nous  allons 
faire  voir  en  même  temps  que  2  est  non-résidu  'pour  les  nombres 
premiers  de  Tune  des  formes  8n-4-5  ou  8nH-  7  (ou  si  Ton  veut 
8n  —  1  et  8n  —  3).  Nous  avons  déjà  vu  que  cette  proposition  est 
vraie  pour  p  =  5  ;  il  suffit  donc  de  démontrer  la  non-existence 
du  plus  petit  des  nombres  premiers  pour  lequel  elle  ne  serait  pas 
vraie.  C'est  exactement  la  même  marche  que  nous  venons  de  suivre. 

Si  l'on  avait 

x^  -^1  =  pf,  ♦ 

X  étant  un  nombre  impair  positif  inférieur  à  p  et  p  un  nombre  de  la 
forme  8n  —  1  ou  8n  —  3,  /  admettrait  au  moins  un  facteur 
premier  inférieur  à  p  et  de  l'une  de  ces  deux  formes.  En  effet,  si 
tous  les  facteurs  premiers  de  /"avaient  la  forme  8n  +  l  ou  8«-f-3, 
il  en  serait  de  même  de  f  et  le  produit  pf  aurait  l'une  des  formes 
8n — 1  ou  8n — 3,  ce  qui  est  impossible  puisque  a?^  +  2  est  de 
la  forme    8/i4-3. 

Les  démonstrations  précédentes  sont  dues  àLegendre;  M.  Stieltjes 
a  donné  récemment  (*)  une  analyse  plus  simple  que  nous  allons  re- 
produire . 

Soit    p  un  nombre  premier  impair;   considérons    la  suite    des 


(*)  Bulletin  des  sciences  mathématiques,  1884. 
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V  —  1     nombres 

1,  2,  3,   ,     p-1 

et  supposons  que  nous  écrivions  au-dessous  de  chacun  d'eux  le  si- 
gne -H  ou  le  signe  —  suivant  qu'il  est  résidu  ou  non-résidu  qua- 
dratique de  p.  Recherchons  le  nombre  des  changements  de  signe 
que  présente  cette  suite  de  signes  (A)  ;  il  y  a  un  changement  de  signe 
entre  deux  nombres  k.  A; -4-1  dans  le  cas  et  seulement  dans  le 
cas  où  le  nombre  n,  supposé  plus  petit  que  p  et  défmi  par  la  relation 

/t  +  1  =  kru  (mod.  f) 

est  non-résidu  quadratique  de  p.  Mais  les  nombres 

^'l,    ?'2,    ^'3,     ,       ^i;-2 

sont  visiblement,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 

%  3,  4,    ,     p-l, 

car  les  r  sont  tous  dilïerents  et  aucun  d'eux  n'est  égal  à  un.  Il  y  a 
donc  parmi  eux  '— —  non-résidus  et  par  suite  — ^  change- 
ments de  signe  dans  la  suite  (A). 

Supposons  maintenant  p  =  i  (mod.  4\  Le  nombre  des  change- 
ments de  signe  de  la  suite  (A)  étant  pair  et  le  premier  nombre  i  de 
cette  suite  étant  résidu,  il  s'ensuit  que  le  dernier  p—i  ou  —  1 
est  aussi  résidu.  Deux  nombres  Â;  et  p  —  k  sont  donc  en  mémo 
temps  résidus  ou  non-résidus  ;  si  donc  on  forme  la  suite  analogue 

à  (A), 

P —  ^ 
(B)  i,  2,  3,    ,     '--. 

elle  produira  un  nombre  de  changements  de  signe  égal  à 

p  —  1 


4 


n. 


Si    n   est  pair,  c'est-à-dire     p  =  i     (mod.  8),  le  dernier  nombre 

l 

sera  résidu  et  par  suite  2  sera  résidu. 


2 

p  —  1 

Si  n  est  impair,  c'est-à-dire    p  =  5   (mod.  8),     —^     et  2  seront 

non-résidus. 

Soit  en  second  lieu    p  =  3     (mod.  4)  ;   le  nombre  des   change- 

^  ,    .        P  —  ^ 

ments  de  signe  dans  la  suite  (B)  sera  égal  a    -— —  =  n,     car  mam- 
tenant     ^~        étant  impair,     —  1     est  non-résidu. 

ii 
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p  —  l 

Si  n  est  pair,  c'cst-à-dirc     p^3     (mod.  8),     — - —     sera  résidu 

et  partant  2  sera  non-résidu. 

p  —  1 

Si  n  est  impair,  c'est-à-dire    p  ^  1     (mod.  8),  sera  non- 

résidu  et  2  sera  résidu. 


41.  Nous  arrivons  maintenant  au  cas  où.  D  est  un  nombre  premier 
impair.  La  solution  du  problème  est  alors  donnée  par  la  loi  de  réci- 
procité de  Legendre  (*).  Il  existe  plusieurs  démonstrations  de  cette 
loi.  Tune  des  plus  belles  propositions  de  FArithmétique  ;  Gauss  seul 
en  a  donné  %lx;  certaines  de  ces  démonstrations  reposent  sur  des 
notions  très  élevées  d'analyse  mathématique  et  ne  sauraient  trouver 
place  ici  ;  les  plus  simples  reposent  sur  un  lemme  dû  à  Gauss  qui 
est  fort  intéressant  en  lui-même.  Il  fournit  en  effet  une  expression 

analytique  du  symbole   (  —  )    et  de  plus  donne  immédiatement  le 

caractère  quadratique  du  nombre  2.  Nous  allons  donc  nous  occuper 
d'abord  de  ce  lemme. 

Soit  D  un  nombre  quelconque  non  divisible  par  le  nombre  pre- 
mier impair  p.    Formons  les  nombres 

D,  2D,  3D,   ,     ^-=^^D. 

Tous  les  termes  de  cette  suite  sont  incongrus  entre  eux,  c'est-à-dire 
que  la  différence  de  deux  termes  ne  peut  pas  être  divisible  par  p; 
la  somme  de  deux  termes  ne  peut  pas  non  plus  être  divisible  par  p. 
Pour  chacun  des  termes,  je  cherche  le   résidu  minimwn  absolu  par 

rapport  à    p,    c'est-à-dire  le   reste  plus   petit  en  valeur   absolue 

p 
que  ^-   Soit  ]x  le  nombre  de  ces  restes  qui  sont  négatifs.  La  propo- 

sition  de  Gauss  consiste  dans  l'égalité 
Pour  la  démontrer,  désignons  par 


(*)  On  donne  à  cotte  loi  le  nom  de  Legendre  parce  que,  le  premier,  il  Ta  énoncée 
en  indiquant  son  importance.  La  démonstration  qu'il  en  a  donnée  présentait  d'ail- 
leurs une  lacvme.  Euler  avait  toutefois  énoncé  cette  loi  avant  Legendre. 
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les  restes  positifs,  et  par 

-Pi,     -h.     ,     --?. 

les  restes  négatifs.  La  différence  ou  la  somme  de  deux  quelconques 
de  ces  l-^-i^  =z  ^— ^—  restes  ne  peut  pas  être  divisible  par  p  ;  il 
en  résulte  que  les  nombres  positifs 

sont  tous  incongrus  entre  eux  et  sont  par  suite  dans  un  certain  ordre 

les  nombres 

p  —  i 
Il  ^1  ^1   1      2 

On  a  donc 

a,.a,....a,.p,.P2....P.  =  1.2.3 ^^ - 

Mais  d'après  la  définition  môme  des  a  et  des  p,  on  a 

ai.a^..   a,(-  p,)(-p2)...(-P,)^D.2D.3D...  ^-^  ^      (mod.  p), 

c'est-à-dire 


(-i)^a,.a,...a,.p,.?,..    ^,  =  1.2...     ^-y-  '  D  ^       (mod.  /)). 

Il  en  résulte 

D  2  =  (—  ij!"  (mod.  p) 


et  par  suite 

PJ 

On  peut  remarquer  que  [x  désigne  le  nombre  des  restes  minima  po- 
sitifs des  nombres 

D,  2D,  3D,   ,     ^^  D 

p 
qui  sont  plus  grands  que  — • 

L'application  au  cas  où    D  =  2    est  immédiate  ;  les  restes  mi- 
nima de  ces  nombres  sont  ces  nombres  eux-mêmes  : 

2,  4,  6 ,     p-i, 

p 
et  [j.  est  égal  au  nombre  des  nombres  pairs  compris  entre  -^  etp,  ou, 

ce  qui  revient  au  même,  au  nombre  des  nombres  entiers  compris 
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p         p  p  —  1  p  —  1 

entre  y  et  — .  Si  est  pair,  ce  nombre  est  égal  à    ^-— —  ;    si 

P  1  P  +  1 

est  impair,  ce  nombre  est  égal  à    '— —  ;    dans  le  premier 

cas    -^ —     est  impair  et  l'on  peut  écrire 

p  -f- 1 

f^  =  — 2"  ^  ("^*^^-  ^)' 

p-hl             pH-lw  —  l         »2— 1 
Or  ■ u.  =  ^ • ■=. . 

Dans  le  second  cas,  on  a  de  même 

p  —  1  p^  —  1 

li  =  ^^-^ix  =  ^—^  (mod.  2). 

Donc  dans  tous  les  cas,  on  a 

I        ce  qui  donne  les  règles  énoncées  plus  haut. 

42.  Si  nous  revenons  au  cas  général,  nous  voyons  que  le  nombre 
désigné  par  {i  est  défini  lorsque  p  est  un  nombre  impair,  qui  n'est 
pas  nécessairement  premier.  On  peut  convenir  de  représenter  par 

(— )     la  valeur  de    ( — 1)!^,    dans  le  cas  où  p  n'est  pas  premier; 

mais  le  symbole  ainsi  défini  n'a  de  signification  quadratique  que 
lorsque  p  est  un  nombre  premier  ;  il  coïncide  dans  ce  cas  avec  le 
symbole  de  Legendre.  M.  Schering  et  Kronecker  ont  montré  que  le 
symbole  ainsi  généralisé  a  les  propriétés  du  symbole  de  Legendre. 
On  peut  remarquer  d'abord  que  dans  le  calcul  relatif  au  nombre  2, 
on  n'a  jamais  supposé  que  p  soit  premier  ;  on  a  donc  toujours 


/2\  ^i^ 

p  étant  un  nombre  impair  quelconque.  De  même  si  D  =  —  1,  on 
voit  immédiatement  que  tous  les  restes  minima  absolus  sont  néga- 
tifs ;  on  a  donc 

p  —  1 
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et  par  suite,  d'après  la  définition  môme  du  symbole  généralisé, 

Pour  généraliser  les  autres  propriétés  élémentaires  du  symbole  de 
Legendre,  il  est  commode  de  se  servir  d'une  expression  analytique 
de  (—  ly,  expression  qui  d'ailleurs  nous  sera  utile  dans  la 
suite. 

Nous   représenterons  par    ^{x)    le   reste  minimum  absolu  du 

nombre    x    par  rapport  à  p,   de   sorte  que    — - —    est  inférieur  à 

1 

—    en  valeur  absolue  et  que  Ton  a 


^{x)^x  (mod.  p). 


Si  en   adoptant  une  notation   due  à  Kronecker,   nous  désignons, 

d'une  manière  générale  par   sgn.  a  (prononcez  :  signe  de  a)  Tunité 

précédée  du  signe    +  ou  du  signe  —    suivant  que  a  est  positif  ou 
négatif,  on  a 


■2 


0 = «g"-  n  ^f"'^)- 


Cette  égalité  a  été  démontrée  lorsque  p  est  un  nombre  premier 

impair  et  sert  de  définition  au  symbole  (-j  lorsque  p  est  impair 

et  non  premier. 

Il  est  clair  que  l'on  a 

si 

x  ^  X 

et 

^{x)  ^  —  <^{x'\ 

si 

a?  ^  —  X 


(mod.  p)\ 


(mod.  p). 


Il  en  résulte  que  la  congruence 

D  =  D'  (mod.  p) 

entraîne 


0  -  (?) 


ce  qui  était  évident  lorsqu'on  supposait  p  premier. 
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Il  nous  reste  à  démontrer  Fcgalité  fondamentale 


DD' 

P 


Soient 

^i,  «2,  .  ..,^x;  —  pi,  —  P2, .. .,  —  ?!. 

les  restes  minima  absolus  des  nombres 

D,  2D,  3D,...,^D. 
Les  nombres 

^U     ^'S,    ...   H]     Pi,     P2,   .  .  .   Pp. 

sont  égaux,  abstraction  faite  de  l'ordre,  aux  nombres 
12    3  P^. 

A,     -î     'Jî    •       •  5  2 

On  peut  donc,  pour  calculer  (  —  )  '  prendre  les  restes  minima  ab- 
solus des  nombres 

or.D',  a^D',  ...a,D';   piD',  . . . ,  p^D'. 

On  peut  donc  écrire 


(-)  =.  sgn.JJ^(aD').^(pD'). 


P 
Mais  on  a 

0l(pD')  =  _^(— pD') 
et  le  nombre  des  p  est  égal  à  [ji  ;  on  a  donc 

(-)  =  sgn.  (—  l)^Jj0l(aD')0l(-  pD') 
ou  bien,  en  multipliant  par    (  -  )    ou     ( —  ly^ 

Q{^)  =  sgn.n^KaD'jâlH  m- 

Mais  les  a  et  les     —  ^    sont  respectivement  congrus  aux  nom- 

p  —  1 
bres     D,  2D,  ...,i— - — D;     on  a  donc 

"-'  G.  Q.  F.  D. 

Donc  ipour  déterminer  le  signe  du  symbole  (  —  )  1    on  peut  décom- 
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poser  D  en  facteurs  premiers  et  considérer  les  facteurs  premiers  qui 
figurent  dans  D  avec  un  exposant  impair  ;  il  suffira  de  faire  le  pro- 
duit des  symboles  relatifs  à  chacun  de  ces  facteurs. 

Indiquons  enfin  la  représentation  analytique  du  symbole  (  —  |  due 

à  Eisenstein;  elle  n'introduit  pas  de  symboles  à  définition  arithmé- 
tique, tels  que  0{{x)    ou  sgn.  a.  Remarquons  d'abord  que  Ton  a 

sgn.  sm =  sgn.  î)l(aD) 


et  par  suite 

0 = -•  n 


.     27raD 
sm 


p  —  1 

Or,  a  étant  inférieur  à    ^—- —  i    Ton  a 

2 

.     27:a 
sgn.  sm  —  =  H-  1  ; 
P 
donc 

a=t±    .    27raD 
2  sm 


(ï) = -■  n 


P 


"liza 

a—\     sm 

p 

p —  1 

Mais  en  valeur  absolue,  le  produit  des    ^— - —    sinus  du  numéra- 

V —  1     . 
teur  a  la  même  valeur  que  le  produit  des    — - —    sinus  du  dénomi- 

A 

natcur  ;  on  peut  donc  supprimer  le  symbole  sgn.  et  écrire 

a=i!zl     .      27rflD 

2    sm 

^\  =  T\  . ^- 

p]        11       .     27:a 
a—\      sm 

p 

Dans  le  cas  où  D  est  un  nombre  impair,  on  voit  facilement  que 
l'on  peut  écrire  aussi 

2   sm 

-  =  n  — ^- 

^  a—i     sm  — 

P 
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Cette  expression  analytique  a  conduit  Eisenstcin  à  poser  f— )  =  0, 
lorsque  D  n'est  pas  premier  avec  p. 

IV.  —  Loi  de  réciprocité.  —  Applications. 

43.  Nous  allons  démontrer  maintenant  sur  le  symbole  (  -  ]  géné- 
ralisé une  proposition  qui  se  réduit  à  la  loi  de  réciprocité  de  Le- 
gendre  lorsque  D  et  p  sont  deux  nombres  premiers.  Cette  proposi- 
tion consiste  dans  Tégalité 


?)(^'-"^'--' 


© 


dans  laquelle  p  ei  q  sont  deux  nombres  impaires  positifs  quel- 
conques. Si  l'on  suppose  que  p  et  q  sont  premiers^  chacun  des  sym- 
boles qui  figurent  dans  le  premier  membre  a  une  signification  qua- 
dratique et  la  formule  se  traduit  ainsi  en  langage  ordinaire  : 

Si  Vun  quelconque  des  nombres  p  et  q  est  de  la  forme  4n  4-  1  : 
si  p  est  reste  de  q,  q  est  reste  de  p  et  si  p  est  non-reste  de  q^  q  est 
non-reste  de  p. 

Si,  au  contraire,  p  et  q  sont  tous  deux  de  la  forme  in -h  3  :  si 
p  est  reste  de  q,  q  est  non-reste  de  p  et  si  p  est  non-reste  de  q, 
q  est  non-reste  de  p. 

C'est  la  loi  de  Legcndre. 

Nous  allons  démontrer  la  proposition  plus  générale  qui  vient 
d'être  énoncée.  Pour  cela  écrivons 


2 


(^?j  =  sgn.  JJ  0i{aq). 


Pour  que     ^[aq)     soit  négatif,   i!  faut  et  il  suffît  qu'il   y  ait  un 
entier  Xi  tel  que  l'on  ait  simultanément 

px,  >  aq, 

px,  <  «7  -t-  -  , 
ou  simplement      {aq  —  px^)  l  aq  —  px^  +  ^  )  <  0. 
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D'ailleurs  si  z  désigne  un  entier  différent  de  Xx  on  a 

{aq  —  p2)f  ^<7  —  p^  -H  ^  ]  >  0, 

car,  si  z  est  plus  petit  que  a?,  les  deux  facteurs  sont  positifs;  si  z  est 
plus  grand  que  x,  les  deux  facteurs  sont  négatifs.  Si  donc  n  désigne 
un  entier  supérieur  ou  égal  à  Xi,  on  a 

■r — n 

sgn.  %,aq)  =  sgn. JJ(crg  —  px)  (aq  —  px-^^- 


Or  on  a 


et 


Donc 


et  par  suite 


px  <aq-^'^ 
p  —  1 


p—i  P        ^     P  P 


2 

ou,  puisque  q  est  impair  et  x  entier, 

q-i 


.T< 


9 


On  peut  donc  prendre 

qj-i 

et  écrire 

2 


Sgn.  ^(aq)  =:  sgn.  ]J  {aq  -  px)(aq  —  P«^  +  0 


Par  suite 


2  2  2 


(-)  -  Sgn.  JJ  0lH)-  sgn.  JJ     JJ  (a'/-p^)(«7-P^-+-| 


Nous  pouvons  écrire 


_p-i   _g-,  ^^t±  x:=i=i 


(^)  =  sgn.  JJ     JJ(a^-/>^)Xsgn.  JJ     JJ  ^«^/ -  P^  +  ^J  ' 
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a  -h  1 

Remplaçons  dans  le  dernier  produit  la  variable  x  par    — ^ y  ; 

y  variera  comme  a;  de  1  à    — - — i    et  Ton  aura 


d'où 


P  P9 

aq  —  px-^^  =  ag-hpy—^ 


2  2  2  2 


^"  ar=l  .T=l  «=1  y=l 

OU,  en  réunissant  de  nouveau  les  deux  produits  et  remplaçant  a*  et 
y  par  ^, 

'^2  2 

(!) = ^s"-  n  n  ("' -  *''^("? + *p -f 

On  trouve  de  même 

2  2 

(!) = *^'"-  n  n  (v-«?)(*p +«?-?)• 

Donc 


9- 


2  : 


Le  nombre  des  facteurs  est  égal  à    ^-^—  •  ■^-^—    puisque  a  doit 
prendre    ^~      valeurs  et  6,    ^^-^-    On  a  ainsi  finalement 


©e 


I)    2       •       2 


Cette  démonstration  est  due  à  Kronecker. 

44.  On  peut  rendre  la  démonstration  de  cette  égalité  intuitive  en 
s'aidant  de  quelques  considérations  géométriques  (*). 


(*)  Cf.  Cayley.  Collected  Matkematical  Papers,  tome  II. 
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Désignons  par  p  et  q  doux  nombres  impairs  premiers  entre  eux  : 
traçons  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy\  prenons  sur  Ox  une 
longueur  OP  égale  à  p  et  sur  Oy  une  longueur  OQ  égale  à  q. 


y 


M' 

R 

k 

1  \ 

1        \ 

1                      X 

i 

/           1 

/              1 

\ 

y' 

y 

y 
y 

i 

\ 

\ 

y 
y 

y 

a       1 

' 

-^y 

^N' 

l_ 

'' 

A-^ 

/' 

y 
y 
y 

\ 

0 

y 

N 

'ïïi        1 

1            y 
1       / 

y 

s. 

\         ! 

1 

k 



M 

P 

X 

Achevons  le  rectangle  OPRQ  et  traçons   ses  diagonales   OR 


et 


-t 


PQ  qui  se  coupent  en  I,  et  ses  axes  de  symétrie  MM'  (^^  =  ^ 
et  NN'fy  = -V  Nous  considérerons  uniquement  les  points  de 
coordonnées  entières  situés  à  l'intérieur  de  ce  rectangle  (non  sur  le 
périmètre)  ',  p  et  q  étant  impairs  et  premiers  entre  eux,  aucun  de  ces 
points  ne  se  trouve  sur  les  droites  MM',  NN',  OR,  PQ:'On  a  tracé 
sur  la  figure  (faite  dans  Thypothèse  p  =  %  q  =1)  les  parallèles 
aux  axes  qui  déterminent  ces  points,  en  forçant  le  trait  pour  celles 
de  ces  droites  dont  Fabscisse  ou  l'ordonnée  est  paire.  Nous  désigne- 
rons par  TU  ceux  de  ces  points  dont  les  deux  coordonnées  sont  paires, 
par  a  ceux  dont  Tabscissc  seule  est  paire,  par  o  ceux  dont  l'ordon- 
née seule  est  paire  et  par  i  ceux  dont  les  deux  coordonnées  sont 

impaires. 

On  aperçoit  immédiatement  la  vérité  de  propositions  telles  que 
la  suivante  :  le  symétrique  d  un  point  i  par  rapport  à  MM'   est  un 
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point  a;  donc  le  nombre  des  points  i  compris  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour fermé  quelconque  G  est  égal  au  nombre  des  points  a  compris 
à  l'intérieur  du  symétrique  G'  de  G  par  rapport  à  MM'.  Nous  nous 
appuierons  sur  cette  proposition  ou  d'autres  analogues  pour  avoir  une 

expression  simple  du  symbole   (  —  );  nous  avons  vu  que  l'on  a 


(S) 


^1 =(-.,. 


[JL  désignant  le  nombre  des  restes  minima  des  nombres 

P — 1 

P 
qui  sont  supérieurs  à  -^  •  Or  le  reste  minimum  d'un  nombre  aq  est 

inférieur  ou  supérieur  à  -^  suivant  que  la  partie  entière  de  —   est 

paire  ou  impaire.  Donc  \i.  est  congru,  suivant  le  module  2,  à  la 
somme  des  parties  entières  des  nombres 

2^     4g     6g  {p — i)q 

p'    p'    p'  '        P 

Mais  la  partie  entière  du  nombre  —  par  exemple  est  égale  au 
nombre  des  points  d'ordonnée  entière  situés  sur  la  droite 

X  =  A 
entre  l'axe  des  x  et  la  droite  OR  dont  l'équation  est 

q 

y  =  -  X. 
P 
Donc  [x  est  congru  (mod.  2)  au  nombre  des  points  d'abscisse  paire 

et  d'ordonnée  entière^  c'est-à-dire  des  points  m  et  a,  compris  à  l'inté- 
rieur du  triangle  OPR.  Mais  le  nombre  des  points  a  compris  à 
l'intérieur  de  OPR  est  égal  au  nombre  des  points  m  compris  à 
l'intérieur  de  PRQ  ;  donc  [i  est  congru  (mod.  2)  au  nombre  des  points 
m  compris  à  l'intérieur  des  triangles  OPR  et  PRQ.  Or  ces  deux 
triangles  ont  une  partie  commune  IPR,  et  les  points  w  compris  à 
l'intérieur  de  cette  partie  commune  étant  comptés  deux  fois,  nous 
pouvons  les  supprimer  et  conclure  que  [i  est  congru  (mod.  2)  au 
nombre  des  points  v^  compris  à  l'intérieur  des  deux  triangles 
OPI,   QRI.  On  verrait  de  même  que  l'on  a 

P 


—  1 

9 
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IX   étant  congru  (mod.  2)  au  nombre  des  points  t^   compris  à  Tinté- 
rieur  des  deux  triangles   OQI,    PRI  ;    donc 


?)©  - 


iy,^+i^' 


Il  4-  /     étant  congru  (mod.  2)  au  nombre  total  des  points  ^  situés 
à  l'intérieur  du  rectangle   OPRQ,   c'est-à-dire  à 

1      r/— 1 


P 


2  2 

ce  que  Ton  voulait  établir. 

Cette  représentation  géométrique  permet  de  démontrer  une  pro- 
position utilisée  comme  lenwie  dans  certaines  démonstrations  de  la 
loi  de  réciprocité. 
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Le  nombre  des  points  nr  compris  à  l'intérieur  des  triangles  IMP, 
IM'R,  IM'Q,  est  égal  au  nombre  des  points  o,  i  et  a  situés  à  l'intérieur 
de  OMI;  donc  le  nombre  des  points  in  situés  à  l'intérieur  de  OPI  et 
RIQ  est  égal  au  nombre  des  points  w,  a,  o  et  i,  c^est-à-dire  de  tous 
les  points  de  coordonnées  entières  situés  à  l'intérieur  de  OMI.  Or  en 
faisant  une  transformation  homothétique  avec  un  rapport  d'homo- 
thétie  égal  à  2,  le  pôle  étant  le  point  0,  on  voit  que  le  nombre  des 
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points  de  coordonnées  entières  situés  à  Tintérieur  de  OMI  est  égal  au 
nombre  des  points  de  coordonnées  paires  situés  à  l'intérieur 
de  OPR  (*).  Donc  a  est  congru  à  ce  nombre;  c'est-à-dire  que  [j.  est 
congru  à  la  somme  des  parties  entières  des  nombres 

—  1    —  1    —  t 1  ~' 

p    p     p  f 

C'est  le  lemme  dont  il  vient  d'être  question.  Réciproquement,  si  on 
admet  ce  lemme,  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  est  immé- 
diate avec  notre  figure  ;  jjl  est  congru  au  nombre  des  points  c?  situés 
à  l'intérieur  de  OPR  ;  ^  est  congru  au  nombre  des  points  cr  situés 
à  l'intérieur  de   OQR  ;   donc     ij^  +  j^'      est  congru  au  nombre  total 

de  ces  points,  c  cst-à-dn^e  a     — — —  •  — 

45.  Nous  pouvons  maintenant  résoudre  d'une  manière  générale  la 
question  que  nous  nous  étions  posée  :  D  étant  un  nombre  impair 
donné^    trouver  un   critérium   aussi    simple   que    possible    faisant 

connaître  le  signe  de     (  —  / .    Nous  supposons  simplement  p  impair 

\V  I 
et  premier  avec  D  ;  si  p  est  un  nombre  premier,  le  symbole  a  une 

signification  quadratique. 

On  aperçoit  immédiatement  que  l'on  a 

Or  la  valeur  de     [-^  j     ne  dépend  que  du  résidu  minimum    de    p 

(mod.  D)  ;  la  valeur  de  ( — 1)  ^  ^  ne  dépend  que  du  résidu 
minimum  de  p  (mod.  4)  (et  môme  en  est  indépendante  si  D  est  de  la 
forme     4n  4-  1).     On  en  conclut  que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de 

—  )     ne  dépend  que  du  résidu  minimum  de  p  (mod.  4D),   résultat 
V  J 
que  nous  avions  déjà  énoncé  sans  démonstration  ;  on  voit  môme 

que  si  D  est  de  la  forme     4m H- 4,     il  suffit  de  considérer  le  résidu 

minimum  de  />  (mod.  2  D)  (**). 


(*)  Remarquons,  en  passant  que  la  série  de  transformations  faites  a  pour  résultat 
de  montrer  que  le  nombre  des  points  a  situés  à  Tintérienr  de  OPR  est  pair. 

(.**,  On  ne  considère  pas  le  résidu  minimum  (mod.  D)  parce  que  cehii-ci  ne  s(;rait 
pas  nécessairement  impair,  et  la  loi  de  réciprocité  ne  s'applique  qu'aux:  nombres 
impairs. 
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Soit,  par  exemple,  D  =  3,  on  a  4D  =  12  ;  les  nombres 
impairs  inférieurs  à  12  et  premiers  avec  3  sont  1,  5,  7,  11  ;  on 
trouve  facilement 


ï,... 


g).-,,  (î)=_.,  ■©=.. 


Donc  :  3  est  résidu  quadratique  des  nombres  premiers  de  Tune  des 
formes  12n  +  1  et  12/1  +  11  et  non-résidu  des  nombres 
premiers  de  Tune  des  formes-  12rn-  5     et    12rH-  7. 

Prenons  comme  second  exemple  D  ==  5  ;  D  étant  ici  de  la 
forme  -in -4-1,  il  suffit  de  considérer  les  nombres  impairs  pre- 
miers avec   D  et  inférieurs  à  2D  ;   ce  sont  1,3,  7,  9  ;  on  trouve 

©— .   ©=--'   ©=-••   ©^*'- 

Donc:  5  est  résidu  quadratique  des  nombres  premiers  de  Fune  des 
formes  \0n  +  1  et  10m  4- 9  et  non-résidu  des  nombres  premiers 
de  Tune  des  formes     lO/i  4-3     et     lOn  +  7. 

46.  La  loi  de  réciprocité  permet  aussi  de  déterminer  facilement  la 
valeur  du  symbole  (-\  lorsque  D  et  p  sont  de  grands  nombres. 
Nous  allons  nous  contenter  d'indiquer  le  principe  de  la  méthode 
employée,  sans  entrer  dans  des  détails  sur  les  simplilications  que 
Ton  peut  y  apporter. 

Supposons  par  exemple  D  <  p  ;  sinon  on  remplacerait  D  par 
son  résidu  minimum  (mod.  p).  La  loi  de  réciprocité  donne 


mais  si  nous  désignons  par  p'  le  résidu  minimum  de  p  (mod.  D), 
on  a  V  /x 

On  est  donc  ramené  à  calculer  un  symbole  analogue,  mais  dans 
lequel  les  deux  termes  sont  respectivement  inférieurs  à  ceux  du 
symbole  proposé;  on  pourra  continuer  de  même,  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  des  nombres  très  simples. 

11  faut  remarquer  que  la  loi  de  réciprocité  ne  s'appli(iue  ([u'aux 
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nombres  impairs  ;  par  suite,  si  p'  par  exemple  est  pair,  on  devra  le 
décomposer  en  un  produit  d'un  facteur  impair  et  d'une  puissance 
de  2.  Si  Texposantde  cette  puissance  est  impair,  on  devra  appliquer 
la  règle  qui  donne  le  caractère  quadratique  du  nombre  2.  On  peut 
aussi  éviter  d'avoir  à  écrire  des  nombres  pairs,  en  prenant  tantôt 
le  résidu  minimum  positif,  tantôt  le  résidu  minimum  négatif; 
pour  un  module  impair,  l'un  des  deux  est  toujours  impair.  Mais  on 
devra  se  servir  du  caractère  quadratique  de  —  1 ,  ou  bien  de  la 
loi  de  réciprocité  généralisée  pour  les  nombres  négatifs;  si  l'on  pose 
par  définition 


:^)-© 


p  étant  positif  et  D  positif  ou  négatif,  on  constate  que  la  loi  de  réci- 
procité s'exprime  par  la  formule 


1,^-^— «-.. 


£  et  fi  étant  respectivement  égaux  à  1  ou  à  zéro  suivant  que  p  el  g 
sont  positifs  ou  négatifs  ;  en  d'autres  termes  la  loi  de  réciprocité 
subsiste,  à  moins  que  les  deux  nombres  p  et  ^  ne  soient  négatifs. 

En  combinant  les  remarques  précédentes,  on  arrive  très  simple- 
ment au  résultat. 


Soit  par  exemple  à  trouver  la  valeur  de 
On  a    436  =.  2M09;     donc 

/436\  _  /1Q9\ 
V875  /  "  \875/  * 

D'ailleurs     109  =  4 .  27  +  1  ;     donc 


436 

875 


109\  _  /875\  _  / 
875/  ~  [m)  ~  \ 


8.109  +  3\  _  /   3  \ 

ÎÔ9     /  ~  \m) 

et  puisque  109  est  de  la  forme     An-\-i  : 


f  3  \        /109\        /1\ 

/436\ 
\875/ 


Donc 

/a.:m\\ 
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Il  faut  remarquer  que,  875  n'étant  pas  premier,  ce  symbole  n'a  pas 
de  signification  quadratique  ;  on  aurait  donc  pu  procéder  autremimt, 
en  décomposant  en  leurs  facteurs  premiers  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur. On  a  de  cette  manière 


(i) -(¥?)=(?)  m = (I)  © 


CHAPITRE    y 
DÉCOMPOSITION  DES  NOMBRES  EN  CARRÉS.  -  APPLICATIONS 


I.  —  Formes  en  général.  —  Sommes  de  carrés. 

47.  Un  des  problèmes  les  plus  importants  de  la  théorie  des  nom- 
bres est  celui  de  la  représentation  des  nombres  'par  les  formes.  Nous 
ne  pouvons  pas  songer  ici  à  parler  de  tous  les  travaux  auxquels  ce 
problème  a  donné  lieu;  nous  allons  simplement  en  étudier  quelques 
cas  simples,  choisis  de  manière  à  constituer  une  application  immé- 
diate des  théories  précédentes  et  à  conduire  à  des  notions  nouvelles 
intéressantes. 

On  sait  que  l'on  désigne  en  Algèbre  sous  le  nom  de  forme  tout 
polynôme  homogène  ;  on  distingue  dans  une  forme  deux  choses 
essentielles  :  le  degré  de  la  forme  et  le  nombre  des  variables.  Les 
formes  des  degrés  1,2,  3,  4  sont  dites  linéaires.,  quadratiques^  cubi- 
ques, biquadr  a  tiques;  les  formes  à  deux,  trois,  quatre  variables  sont 
dites  binaires  y  ternaires,  quaternaires.  Ainsi 

ax^  H-  byzt 

est  une  forme  cubique  quaternaire  ;  a  ai  b  sont  les  coefficients  de  la 
forme  ;  a?,  î/,  z,  t  les  variables.  Une  forme  à  coefficients  réels  est 
dite  définie  lorsqu'elle  garde  toujours  le  même  signe,  quelles  que 
soient  les  valeurs  réelles  attribuées  aux  variables  ;  une  forme  peut 
être  définie  positive  (par  exemple  x^-hy^)  ou  définie  négative  (par 
exemple  :  —  x^  —  y^  —  z*)  ;  une  forme  non  définie  est  dite 
indéfinie.  Une  forme  indéfinie  peut  pour  des  valeurs  réelles  des 
variables  prendre  une  valeur  réelle  quelconque  donnée  à  l'avance  ; 
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une  forme  définie  peut  prendre  toutes  les  valeurs  d'un  certain  signe 
et  celles-là  seulement. 

Nous  avons  rappelé  ces  définitions  parce  qu'elles  subsistent  en 
Arithmétique  ;  seulement,  on  suppose  essentiellement  que  les  coeffi- 
cients des  formes  sont  des  nombres  entiers  (positifs  ou  négatifs)  et 
que  les  variables  prennent  seulement  des  valeurs  entières.  Dès  lors, 
la  valeur  numérique  de  la  forme  est  toujours  un  nombre  entier  ;  de 
plus,  il  est  facile  de  s'assurer,  qu'en  général,  cela  ne  peut  pas  être 
un  nombre  entier  quelconque  ;  par  exemple,  la  forme  x^  h-  2//^ 
ne  prend  jamais  la  valeur  5  quelles  que  soient  les  valeurs  entières 
de  X  et  de  y.  Le  problème  de  la  représentation  des  nombres  par  les 
formes  est  dès  lors  le  suivant  :  étant  donnée  une  forme,  trouver  les 
nombres  entiers  auxquels  elle  peut  devenir  égale  (pour  des  valeurs 
entières  des  variables,  bien  entendu)  ;  on  dit  que  ces  nombres 
peuvent  être  représentés  par  la  forme. 

Avant  d'étudier  des  cas  particuliers  de  ce  problème,  nous  allons 
présenter  quelques  remarques  sur  le  cas  général. 

48.  On  se  propose  de  rechercher  quels  sont  les  nombres  suscep- 
tibles d'être  représentés  par  la  forme  de  degré  n 

cp(a?,  y,  z). 

Soit  Ao  l'un  de  ces  nombres  : 

Ao  =  ?(^o,  yo,  ^o)- 
On  aura,  k  désignant  un  entier  quelconque, 

A'"Ao  =  cp(A:a?o,  ky,,  kz^), 
c'est-à-dire  que  de  la  représentation  du  nombre  Aq,  on  déduit  une 
représentation  du  nombre  k^'k^.  Cette  dernière  représentation  est 
dite  impropre  ;  on  donne  inversement  le  nom  de  représentation 
propre  à  toute  représentation  dans  laquelle  les  valeurs  des  variables 
sont  des  nombres  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble.  Il  est  clair 
qu'une  représentation  propre  ne  peut  être  déduite  d'une  autre  par 
le  procédé  employé  tout  à  l'heure;  au  contraire,  toute  représentation 
impropre  peut  être  déduite  de  cette  manière  d'une  représentation 
propre  et  d'une  seule.  On  en  conclut  qu'il  suffit  d'étudier  les  repré- 
sentations propres.  Par  exemple  pour  trouver  toutes  les  représenta- 
tions possibles  du  nombre  p^^q^'k,  [p  et  q  étant  des  nombres  pre- 
miers et  Ao  n'étant  divisible  par  la  puissance  n^^^'  d'aucun  nombre 
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premier)  par  la  forme  de  degré  n  :  o  {x,  y,  z),  il  suffira  de  chercher 
les  représentations  propres  des  nombres 

f^\q''K,     p^rho.     q'^K     P'^'K.     f'K     K  ' 

On  a  ainsi  décomposé  le  problème  en  plusieurs  autres  qui  sont 
essentiellement  distincts. 

Il  est  donc  naturel  d'étudier  surtout  les  représentations  propres  ; 
un  premier  exemple  nous  convaincra  d'ailleurs  de  l'avantage  qu'il 
peut  y  avoir  à  les  considérer  exclusivement. 

Nous  allons  nous  occuper  des  formes  qui  sont  des  sommes  de 

carrés  : 

x^  -hif-  -hz^  ^    

et  nous  supposerons  es^en^ie/Zemen^  que  les  nombres  x^  y,  z, sont 

premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble.  Cette  hypothèse  va  nous  per- 
mettre d'établir  des  théorèmes  intéressants  sur  les  sommes  de  deux 
et  de  quatre  carrés. 

49.  Le  premier  de  ces  théorèmes  est  en  quelque  sorte  un  théorème 
d'Algèbre;  il  consiste  en  ce  que  le  produit  de  la  somme  de  deux  carrés 
par  la  somme  de  deux  carrés  est  aussi  la  somme  de  deux  causés  ;  de 
même  le  produit  de  la  somme  de  quatre  carrés  par  la  somme  de  quatre 
carrés  est  aussi  la  somme  de  quatre  carrés.  Il  faut  entendre  ici  par  le 
mot  carré  :  carré  d'une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  d'indé- 
terminées d'ailleurs  quelconques. 

Il  suffit,  pour  vérifier  ces  propositions,  d'écrire  les  identités 

(«2  4-  b^){a'  -H  p2)  rz:  («a  +  b'^f  +  (a?  —  boif 

et 

où  l'on  a  posé  : 

A  =  aa +  Z>p-i- cyH-(/o, 

B  =  a^  —  ba  -\-cù  —  û?Y, 

C  =  a^^  —  ca~{-d^  —  bl, 

D  =  ao- ûJa-H-^Y  — ^P- 
Si,  en  particulier,  on  suppose  que  «,  6,  c,  d,  a,  p^  v,  o   sont  des 
nombres  entiers,  on  a  des  théorèmes  d'arithmétique;  c'est  de  ces 
théorèmes  que  nous  allons   nous  occuper  actuellement  pour  en 
démontrer  en  quelque  sorte  la  réciproque  :  si  un  nombre  premier 
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divise  la  sommo  des  carrés  de  deux  ou  quatre  entiers  sans  diviser  tous 
ces  entiers,  il  est  lui-même  la  somme  de  deux  ou  de  quatre  carrés. 
On  voit  aisément  que  cet  énoncé  revient  au  suivant  :  si  un  nombre 
divise  la  somme  de  deux  ou  quatre  carrés  premiers  entre  eux  (dans  leur 
ensemble),  il  est  lui-même  la  somme  de  deux  ou  quatre  carrés. 

Nous  ne  donnerons  la  démonstration  que  pour  le  cas  de  ([uatre 
carrés,  en  ajoutant  que,  dans  le  cas  de  deux  carrés,  elle  est  l'ondée 
sur  le  même  principe  et  est  plus  simple. 

Supposons  donc  que  f  divise  la  somme  «-  + ^^-f-c^H- (i^  où 
a,  b,  c,  d  sont  premiers  entre  eux.  Nous  pouvons  remplacer  «,  b,  o, 
d  par  leurs  résidus  minima  absolus  par  rapport  à  p  ;  nous  désigne- 

rons  par  «',  b\  c',  d'  ces  résidus  inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  ^; 

ils  ne  peuvent  être  tous  les  quatre  égaux  à  ^  puisqu'ils  sont  pre- 
miers entre  eux;  on  a  donc 

le  signe  <  excluant  Tégalité.  (On  suppose  p  >>  2  ;  2--i--i-1- 
est  la  somme  de  deux  carrés).  Donc  on  peut  poser 

(1)  rt'2  +  ^'2  _^  ç/2  _^  ^/2    ^Jij,'^ 

p'  étant  inférieur  à  p\  si  p'  était  égal  à  1,  on  aurait  mis  p  sous  la 
forme  de  la  somme  de  quatre  carrés  ;  supposons    p'  >  i    et  soient 

a'—oLp\  b'—^p\  c'—yp',  d'—lp' 

les  résidus  minima  absolus  de  (/',  b' ,  c',  d'  par  rapport  à  p'  (ils  ne 
sont  pas  tous  nuls,  sinon  a,  b,  c,  d  ne  seraient  pas  premiers  entre 
eux)  ;  on  a 

(2)  {a'  -  ap'f  -+-  (//  -  ^p'f  -^-ic'   -  Tpr  +  id'  -  ¥Y  ^  r'p"^ 

p"  étant  inférieur  à  p'  et  par  suite  inférieur  à  p.  En  multipliant 
membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2),  on  obtient 

A^  -h  B=^  -4-  G^  -h  D'  =  pp'Y 
avec 

A  =  rt'2^/>'^'H-c'=^4-rf'2_(a'a+/^'p.4-C^'+rf'3)p'zrp'[p-rt'a_//p-c'Y-û?'û] , 
]\=,{b'oL—a'^—c''(-{-d'o)p\ 
C  =(c'a— rt'Y-rf'P+/yo)p', 
l)  =  (rf'a— a'o— 6'yH-c'?)^', 
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c'est-ii-dire  des  valeurs  de  la  forme 

On  en  conclut 

(3)  a"'  +  b"'  -H  c"'  -h  d'"  =  pp\ 

égalité  de  la  même  forme  que  (1),  mais  où  p"  est  inférieur  à  p'  ;   si 
p"   n'est  pas  égal  à  un,  on  opérera  de  même,  et  on  obtiendra  une 

série  d'égalités  : 

a'"^  +  b'"^  +  c'"^  +  d'"'  =  pp'\ 


al  4-  hl  H-  cl  -h  dl  =  ppn, 
p',  p'\  p'\  ....     ,  pn  étant  des  entiers  décroissants  et   ne  pouvant 
être  nuls  ;  il  arrivera  nécessairement  que   l'un  d'eux   sera  égal   à 
l'unité,  et  l'égalité  correspondante  prouvera  que  p  est  la  somme  de 
quatre  carrés. 

50.  Il  est  maintenant  facile  de  démontrer  que  tout  entier  est  la 
somme  de  quatre  carrés  au  plus.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que 
tout  7iomb7'e  premier  Qst  \ci  somme  de  quatre  carrés  au  plus.  Nous 
allons  le  montrer  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  An  -\-  3  ; 
nous  verrons  ensuite  que  tout  nombre  premier  de  la  forme  An  -+-  1 
est  la  somme  de  deux  carrés.  Enfin  on  a  déjà  remarqué  que  2  est  la 
somme  de  deux  carrés. 

Soit  p  un  nombre  premier  de  la  forme    An  -f-  3  ;     considérons  la 

série  des  nombres 

1,  2,  3, ,  p-\. 

Le  premier,  1,  est  résidu  quadratique  de  p  ;  le  dernier,  p  —  1, 
est  non-résidu  ;  il  y  a  donc  certainement  dans  la  suite  un  résidu  a 
suivi  d'un  non-résidu  a  -i-  1  ;  —  1  étant  non-résidu  de  p,  — a  —  j 
est  résidu  ;  on  peut  donc  trouver  des  nombres    t  et  u   satisfaisant 

i^  ^y.  (mod.  p), 

u"^  ^ — a— 1  (mod.  p). 

On  en  conclut 

^2  +  ^2-+- 1  =  0  (mod.  p). 

Donc    p    divise  la   somme  de   trois   carrés   premiers   entre   eux 
<2  -hw^  -1-  1  ;     donc  p  est  la  somme  de  quatre  carrés  au  plus. 
Il  est  bon  de  remarquer  que   p,   nombre  premier  de  la  forme 
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An  -h  3,  ne  peut  pas  être  la  somme  de  deux  carrés  ;  en  effet,  si  Ton 
avait 

p  r=  (■'  ^u\ 
on  en  conclurait 

t^  ^  y.  (mod.  p), 

u-  ^  —  y.  (mod.  p), 

et  par  suite  — 1  serait  résidu  quadratique  de  p,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Ceci  nous  montre  que  les  nombres  premiers  q  de  la  forme  \n  -\- 1 
sont  la  somme  de  deux  carrés,  à  Vexclusion  de  tous  les  autres;  en 
eflet,     —  1     est  résidu  quadratique  ;  donc  lacongruence 

.T"  -h  1  ^0  {mod.  q) 

a  une  racine,  c'est-à-dire  :  q  divise  la  somme  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux. 

Cette  propriété  des  nombres  premiers  q  de  la  forme  /m -4-1  est 
si  importante,  que  nous  croyons  devoir  en  donner  plusieurs  démons- 
trations, d'ailleurs  intéressantes  par  elles-mêmes. 

Elles  sont  toutes  fondées  sur  ce  qu'un  nombre  divisant  la  somme 
de  deux  carrés  est  lui-même  la  somme  de  deux  carrés  ;  ce  qui  les 
distingue,  c'est  la  manière  dont  on  obtient  la  somme  de  deux  carrés 
divisible  par  le  nombre  premier     An-\-  \. 

Le  théorème  de  Wilson  nous  en  fournit  immédiatement  une.  Soit 
en  effet     q  :=  An  -h  i     un  nombre  premier  ;  on  a 

1.2.3 An-hi=0  (mod.  7). 

Mais 

1  =  —  4n  (mod.  q), 

2  =  —  (4w  — 1)  (mod.  q), 


2n  =  —  (2n -h  1)  ^  (mod.  ^). 

Ces  congruences  étant  en  nombre  pair,  on  obtient,  en  les  multipliant 
membre  à  membre, 

1.2 2n  =(2n-f-l)(2n-i-2) An        (mod.  q). 

Le  théorème  de  Wilson  se  trouve  dès  lors  exprimé  parla  congruence 

[1.2 (2n  —  \)2nf-\-i  =0  {mod.  r/), 

qui  exprime  bien  que    q  divise  la  somme  de  deux  carrés. 
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51.  Une  autre  démonstration,  due  à  M.  Smith,  fait  appel  à  des 
considérations  toutes  différentes . 

Considérons  une  fraction  continue  limitée,  dans  laquelle  les 
quotients  incomplets  sont  des  entiers  positifs  : 

«1  H--  1 


«0 


«3-Hl 


-1-1 

On 

On  sait  qu'elle  est  égale  à  une  fraction  toujours  irréductible,  qui 
s'écrit 

(«1,  g^,  •  •  •  -,    «n) 

(«2,   «3,    ...  ,   «n) 

en  représentant,  d'une  manière  générale,  par 

(«1,  «2,   .  • .  ,  aii) 
une  fonction  facile    à  calculer  des   lettres   «i,  «a,    ...,    ^//,.    Nous 
appellerons,  pour  un  instant,  fonctions  F,  ces  fonctions  qui  sont 
ainsi  numérateurs  ou  dénominateurs  de  réduites. 

Ces  fonctions  F  ont  des  propriétés  très  simples  ;  nous  démontre- 
rons tout  à  l'heure  les  deux  suivantes  : 

(a)  («1,   Cf,,    ...    Qn)   =   («n,   «At-l,    .  .  .    fll), 

(P)  («1,    «2,    .  .     ,   dp,   «i>4-h     •  .       ««)    ==    («1,    «2    .  .  .,    «v^)(«^.-vl,    .  .  .,    «;0 

-h  («1,  «2  .  .  . ,  a^,_i)(a^.^2,  •  .  .  an). 

Considérons  en  particulier  des  fonctions  F  pour  lesquelles  les 
quotients  incomplets  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux  : 

Nous  distinguerons  le  cas  où  n  est  pair  de  celui  où  n  est  impair. 
Soit  d'abord     n  =  2  /7  ;     nous  avons,  d'après  l'égalité  (?), 

(ai,  a,,  .  ,  .  ,  Qn)  =  (r/i,  .  .  .,  aj,)(  a^„  .  .  . ,  a,) 
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OU,  d'après  (a), 

{au  a.,  .  .  . ,  a„)  =  («i,  .  .  . ,  aj,Y  H-  («i,  .  .  . ,  «^,_l)^ 

c'est-à-dire  qu'une  fonction  F  de  cette  forme  est  une  somme  de  deux 
carrés.  Si  n  est  impair  et  égal  à  2p  —  1,  on  obtient  de  même 

F  —  («,,  .  .  . ,  an)  =  (cTi,  .  .  . ,  aj>_i)  [(a,,  .  .    ,  «J  4-  (a,,  .    . ,  r7^,_,)J , 

c'est-à-dire  que  dans  ce  cas  F  n'est  pas  un  nombre  premier  (une 
discussion  facile  exclut  le  cas  où  l'un  des  facteurs  du  second  mem- 
bre serait  égal  à  l'unité;  cela  ne  peut  arriver  si     «i  >>  1). 

Ceci  posé,  M.  Smith  a  cherché  à  représenter  un  nombre  quelcon- 
(jue  P  par  une  fonction  F,  dans  laquelle  «i  est  supérieur  à  l'unité. 
Dans  une  fraction  continue  limitée,  on  peut  toujours  supposer 
an~éiiy  ou  bien  «„  =  1  (*)  ;  je  ferai  la  première  hypothèse.  Ceci 
posé,  la  fraction  continue  dans  laquelle  «i  et  On  sont  supérieurs  à  1, 
ne  peut  provenir  que  d'une  fraction  ordinaire  ayant  pour  numérateur 

P 
p  et  pour  dénominateur  un  nombre  q  inférieur  à  -^  et  premier  avec 

p.  Soit 

(a,,  a.,,  .  ..,  Un)  _  p^ 

(««-1,  . . .,  ^^i)        q' 

et  q'  sera  pour  la  môme  raison  que  q,  premier  avec  p  et  inférieur 

P  P  P 

à  ~.  On  fait  ainsi  correspondre  à  chaque  fraction—  une  fraction  —7 

présentant  les  mêmes  quotients  incomplets  dans  l'ordre  inverse.  11 
peut  se  faire  que  l'on  ait  q  :=  q'  \  alors,  mais  seulement  alors, 
les  termes  équidistants  des  extrêmes  seront  égaux  ;    c'est  ce   qui 

P 
arrivera  nécessairement  si  le  nombre  des  nombres  inférieurs  à  — - 

2 

et  premiers  avecp  (en  excluant  l'unité  qui  n,e  donne  rien)  est  impair; 
car  ces  nombres  se  correspondant  deux  à  deux,  il  y  en  aura 
nécessairement  un  qui  se  correspondra  à  lui-même.  Tout  nombre  p 
satisfaisant  à  cette  condition  peut  être  représenté  par  une  fonction  F 
dans  laquelle  les  quotients  incomplets  équidistants  des  extrêmes 


(«.,  .  . 

. ,  ««) 

On  aura 

(r/„,  r/„_i, 

..    .a,) 

[*)  Pour  cela,  bien  entendu,  il  peut  être  nécessaire  de  changer  dîme   unité  la 
valeur  de  n. 
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sont  égaux  ;  il  est  donc  la  somme  de  deux  carrés  ou  le  produit  de 
deux  facteurs  ;  nous  excluons  ce  dernier  cas  en  considérant  un 
nombre  p  premier.   Pour  que    le  nombre    des    entiers    inférieurs 

P 

à  -^  et  premiers  avec  p  (non  compris  Tunité)  soit  impair,  il  faut 

supposer  p  =  4n-h  1  ;  nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que 
tout  nombre  premier  de  la  forme  An-hi  est  la  somme  de  deux  carrés. 
11  nous  reste  à  établir  les  deux  propriétés  des  fonctions  F  sur 
lesquelles  nous  nous  sommes  appuyés.  La  première  (a)  résulte 
immédiatement  de  la  représentation  des  fonctions  F  par  les  déter- 
minants ;  on  vérifie  en  effet  que 

a,         u  0  U 0 


(«1,     «-2 


V  a.2         u            0       ....  0 

0           V          a-i           u 0 

0 0 

U V  a,i-i  u 

0 V  a,. 


w  etu  étant  deux  nombres  assujettis  à  la  seule  condition  uv  —  —  1 . 
Cela  est  évident  pour  n  =  1  et  n  =  2  et  on  le  démontre  de 
proche  en  proche  en  développant  le  déterminant  suivant  les  éléments 
de  la  dernière  ligne  ou  de  la  dernière  colonne  et  appliquant  l'iden- 
tité bien  connue  dans  la  théorie  des  fractions  continues  (*)  : 

En  développant  le  déterminant  d'après  la  règle  de  Laplace  par 
rapport  aux  éléments  des/)  premières  lignes,  on  obtient  précisément 
la  relation  0). 

On  peut  d'ailleurs  la  démontrer  sans  faire  appel  à  la  théorie  des 
déterminants. 

Considérons  deux  indéterminées    x^^    et   x^    et  déduisons-en  les 

par  les  relations 


quanti 

tés 

^'2, 

x^ 

•  .  ,         Xfi^^i 

Xo 

= 

a,Xi-^x,, 

^•3 

= 

a^x^  H-  Xi, 

X, 

'+1 

= 

O-n-^n    i~.>^n- 

(*)  On  a  des  formes  particulièrement  intéressantes  en  suiiposant  w  =  1, 
V  =^  —  i,  ou  w  =  u  =  y/—  1.  On  pourrait  aussi  ne  pas  supposer  tous  les  u,  ni 
tous  les  V  égaux  entre  eux  pourvu  que  le  produit  des  correspondants  fût  égal 
à    —  1. 
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Il  est  clair  que  Ton  a 

Xn^A  =  (ai,  flo,  .  .  . ,  a„)a'i  -h  (a.,  .  . .,  «Ja^,,- 
Mais  nous  pouvons  calculer    x^^i     en  partant  de  Xp  et    o'^,^!, 
de  la  même  manière  qu'en  partant  de  x^  et  de  Xi  ;  on  obtient  ainsi 

Xn^l   =   {(ip-J^l  ■,'■•,   dnjXp^i  H-  (a^y-f-2  1       •  •  1   (^n)Xp. 

Or, 

Xp  —  (cTi,  .  .  .,  «^_i)-î'iH-(a2,  .  .  .,  t7^,_i)j'o, 

a?^,+i  =  (ai,  .  .  . ,  a^,)^i  4-  (a.,  .  .  . ,  a^)x^. 
En  identifiant  les  coefficients  de  x^    dans  les  deux  expressions  de 
^/(+t     on  obtient  la  relation  cherchée  : 

(ai,  . .  . ,  ttn)—  (a,,    .  .  ,  a^,)(a^,_^,,  .  .  .,  a J  +  (ai_^_  .  .  .  a^,_i)(aj,^2,  .  . .  a„). 

IL  —  Nombres  complexes  de  Gauss. 

52.  Nous  allons  maintenant  indiquer  les  conséquences  impor- 
tantes de  ce  fait  que  les  nombres  premiers  de  la  forme  4n  -f-  1 
sont,  à  l'exclusion  des  autres,  décomposables  en  sommes  de  deux 
carrés. 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'introduire  la  notion  de  nombres 
entiers  complexes.  De  même  qu'en  Algèbre,  il  y  a  avantage  pour 
beaucoup  de  questions  d'arithmétique  à  considérer  dos  nombres 
complexes  de  la  forme  a  +  bi^  dans  lesquels  /  désigne  un  sym- 
bole soumis  aux  règles  de  calcul  ordinaires,  avec  cette  restriction 
que  l'on  réduit  toujours  un  polynôme  en  i  au  reste  de  sa  division  par 
i^  +  1.  Nous  ne  rappelons  pas  ici  la  théorie  algébrique  des  nom- 
bres complexes,  sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir  dans  la  seconde 
partie  pour  l'exposer  d'une  façon  systématique;  il  suffit  ici  de  sup- 
poser connue  l'une  quelconque  des  théories  ordinaires  ;  nous 
tenons  seulement  à  faire  remarquer  que  'les  nombres  ainsi  intro- 
duits sont  essentiellement  différents  de  ceux  que  nous  avons  appe- 
lés imaginaires  de  Galois;  nous  pensons  qu'il  ne  peut  résulter 
aucune  confusion  de  l'emploi  d'un  même  symbole  i  dans  ces  deux 
théories.  Dans  les  imaginaires  de  (Jalois,  ce  symbole  est  défini  par 

la  congruence  irréductible 

f{i)  EE  0  (mod.  p)\ 

ici,  par  Végalilé 

i^-^i  =.  0. 
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Considérons  donc  une  expression  de  la  forme  a-\-bi^  a  et  b  dé- 
signant des  entiers  positifs  ou  négatifs.  C'est  ce  que  nous  appelons 
un  entier  complexe  ;  a  —  bi  sera  le  nombre  conjugué  ;  leur 
produit  a^  -h  b^  s'appellera  la  norme  de  chacun  d'eux.  (C'est  le 
carré  de  ce  qu'on  appelle  ordinairement  le  module).  Un  entier  sera 
dit  une  unité  lorsque  sa  norme  sera  égale  à  1  ;  il  y  a  donc  quatre 
unités  :     -h  i,     —  1,     +  '",     —  i- 

Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  établir  pour  ces  entiers  com- 
plexes, une  théorie  de  la  divisibilité  toute  pareille  à  celle  qu'on  a 
faite  pour  les  nombres  entiers. 

Soient    a -{-  bi    et    c  -+-  di    deux  nombres  complexes  ;  on  a 

a -h  bi       ac-\-bd      bc  —  ad. 


■l-~r— TTï. 


c  +  di        c"  -\-  d^       c-  -h  d^ 
Soient  x  et  y  deux  entiers  quelconques;  on  peut  écrire 
a -\- bi  .       [ac-\~bd         \        .  fbc  —  ad 


=  X 


[ac-\-bd         \        .  [bc 


c^di  -^        \e-\-d''         J         \c'-i-d' 

ou  enfin 

'ac-V-bd  jbc  —  ad 


bi  —  {c-^di)[x  -\-  yï) 


Od  Jbc  —  ad        \1 


Cette  égalité  est  tout  à  fait  de  même  forme  que  l'égalité  fonda- 
mentale 

A  =.  BQ  +  R, 

qui  sert  de  base  à  la  théorie  de  la  divisibilité  des  nombres  entiers  ; 

seulement  dans  cette  dernière,  on  sait  que  Q  est  choisi  de  manière 

que  l'on  ait 

R<B, 

et  c'est  sur  ce  fait  de  la  décroissance  successive  des  restes  qu'est 
basée  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Nous   allons  chercher    à  trouver  une  égalité  analogue  pour   la 
norme  du  reste    r  -\-  si     défini  par  l'égalité 

a-^  bi  —  [c-\-  di)[x  -h  yi)  =  r  H-  si. 

On  peut  choisir  a;  et  ?/  de  manière  que  l'on  ait 


ac-\-bd 


-f-  a' 


1  bc  —  ad  1 


,.,     ,        ,  j       ac-\-bd  Jbc  —  ad        \ 

Des  lors  la  norme  de    — — --  —x-^ii  — —  —  y)     est  au  plus 

c  — r~  a  \  c  H—  cl  / 
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égale  à  (-V+i-y^^'  ^^  comme  la  norme  duii  produit  est 
égale  au  produit  des  normes  des  facteurs,  on  en  conclut  que  la 
norme  de  .,/.-, 


r  +  SI 


1 

ast  au  plus  égale  à    ^  (^^  "^  ^')  * 

11  est  inutile  d^allerplus  loin  ;  nous  sommes  assurés  qu'on  pourra 
transporter  ici  sans  modification  l'algorithme  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  et  toutes  les  conséquences  qui  s'y  rattachent,  en  par- 
ticulier la  théorie  des  nombres  premiers,  délinis  comme  n'admettant 
pas  d'autres  diviseurs  que  les  unités  et  leur  quotient  par  les  diverses 
unités  ;  par  exemple  a^bi  est  divisible  par  :  a-^bi,  -a-bl, 
b  __ai,  -b-h  ai.  Ces  quatre  nombres  sont  dits  associés.  Si  l'on 
considère  deux  nombres  associés  comme  équivalents,  on  démontre 
que  tout  nombre  ne  peut  être  décomposé  en  facteurs  premiers  que 
d'une  seule  manière. 

53.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  le  théorème  fondamen- 
tal, qui  nous  permettra  de  trouver  immédiatement  les  nombres  pre- 
miers complexes  : 

Pour  qu'un  entier  complexe  soit  premier,  il  faut  et  il  sulJit  que  sa 
norme  soit  un  nombre  premier  réel. 

La  condition  est  suffisante  ;  car  si  l'on  a 

a  ^  bi^^  [r  -\-si)[u  -H  vl), 
on  en  conclut  9v  /  2    ,     2\ . 

donc  a  -h  bi  ne  peut  être  premier  que  si  a'  +  b'  l'.est.  Il  est  à 
peine  utile  de  remarquer  que  l'on  suppose  r^  +  s''  et  u'  -4-  v^ 
dillerents  de  l'unité;  sinon    r -^  si     et     1.  + m     seraient  des  unîtes 

complexes.  1  •    r    , 

Réciproquement,  si  a  4-  bi  est  premier,  a  -  bi  \  est  aussi , 
ie  dis  qu'il  en  résulte  que  a^  +  b'  est  un  nombre  premier,  au  sens 
ordinaire  du  mot.  En  etfet,  si  a^  +  b^  avait  un  diviseur,  celui-ci 
serait  décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés  ;  on  aurait  donc 

(«  +  Oi^{a  -  In)   r.  [a^  +  b^)  .:.  (r^  -H  s^){u^  +  v^) 

^  (,.  _|_  si)[r  —  si}{u  4-  vi){u  —  VI). 
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Or  l'égalité  qu'on  obtient  en  rapprochant  les  deux  membres  extrêmes 
est  impossible,  puisque  le  premier  membre  est  le  produit  de  deAix 
facteurs  premiers  complexes,  le  second  d'au  moins  quatre,  et  qu'un 
nombre  ne  peut  être  décomposé  en  facteurs  premiers  que  d'une 
seule  manière. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  pour  avoir  tous  les  nombres 
premiers  complexes,  il  sufïlt  de  prendre  les  nombres  premiers 
réels  qui  sont  la  somme  de  deux  carrés  et  de  les  décomposer  en 
un  produit  de  deux  facteurs.  Or  ces  nombres  premiers  réels  sont  : 

l''  Le  nombre  2  ; 

2°  Les  nombres  premiers  impairs  de  la  forme     4n  -h  1. 
Donc,   dans  le  domaine    des  entiers   complexes,  on  distinguera 
trois  sortes  de  nombres  premiers  : 

1°  Le  nombre     i  -h  «,     diviseur  de  2  (et  son  associé     1  —  /); 

2°  Les  nombres  a  +  bi  tels  que  l'on  ait  a^  -^  b^  =  p,  p  étant 
un  nombre  premier  réel  de  la  forme     An  -\-  i  ; 

3"  Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme     4n  +  3. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  remarquer  qu'un  nombre  premier  réel 
de  la  forme     4n  h-  1     ne  peut  être  décomposé  que  d'une  manière 
en  la  somme  de  deux  carrés. 
On  ne  peut  avoir,  en  effet, 

p  =  {a  -+-  bi){n  —  bi)  —  (c  -[-  di){c  —  dl), 

car  d'après  ce  qui  précède,  ces  facteurs  imaginaires  sont  premiers, 
et  le  nombre  p  ne  peut  être  décomposé  en  facteurs  premiers  que 
d'une  seule  manière. 

On  voit  la  distinction  capitale  établie  par  ces  considérations  entre 
les  nombres  premiers  de  la  forme  4n  +  1  et  ceux  qui  sont  de  la 
forme  An  -\-  3.  Ces  derniers  seuls  doivent  maintenant  être  con- 
sidérés comme  de  véritables  nombres  premiers. 

Cette  distinction  n'est  pas  purement  spéculative  ;  nous  avons  déjà 
vu,  à  propos  de  la  loi  de  réciprocité  des  restes  quadratiques,  que 
ces  deux  classes  de  nombres  premiers  ont  des  propriétés  tout  à  fait 
différentes  ;  c'est  ce  qu'on  aperçoit  davantage  encore  lorsqu'on  étu- 
die les  restes  biquadratiques,  par  exemple. 

Pour  ces  derniers,  on  ne  peut  donner  une  généralisation  simple 
de  la  loi  de  réciprocité  qu'en  introduisant  les  nombres  complexes  ; 
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c'est  mùme  à  cette  occasion  que  Gauss  a  été  amené  pour  la  première 
fois  k  les  considérer. 


III.  —  Formes  quadratiques. 

54.  Nous  allons  maintenant  dire  quelques  mots  de  la  représenta- 
tion des  nombres  par  les  formes  quadratiques.  Nous  avons  déjà  vu 
que  la  forme  x'^  -+-  y^  peut  représenter  seulement  les  nombres 
dont  tous  les  facteurs  premiers  impairs  sont  de  la  forme  4n -h  1. 
Il  n  est  pas  en  général  aussi  simple  de  trouver  tous  les  nombres  qui 
peuvent  être  représentés  par  une  forme  quelconque  du  second  degré  : 
ax^  -+-  2bxy  -h  cy^.  Nous  ne  pouvons  môme,  sans  dépasser  les 
limites  de  cet  ouvrage,  traiter  complètement  cette  question  difli- 
cile  ;  nous  voulons  simplement  indiquer  les  principes  fondamentaux 
sur  lesquels  repose  sa  solution. 

D'après  une  remarque  faite  au  début  de  ce  chapitre,  nous  pou- 
vons nous  borner  à  considérer  les  représentations  propres  et  sup- 
poser par  conséquent  x  Qi  y  premiers  entre  eux.  Le  problème  posé 
est  alors  le  suivant  :  a,  &,  c,  m  étant  quatre  entiers  donnés,  peut-on 
trouver  deux  nombres  x  ci  y  premiers  entre  eux,  vérifiant  Tégalité 

nx-  +  2/y.x'</  -{-  cy^  =  m  ? 

Nous  supposons,  suivant  Tusage,  le  coefficient  de  xy  pair  ;  s'il 
était  impair,  il  suffirait  de  multiplier  la  forme  par  2  et  de  chercher 
les  nombres  i)airs  2m  qu'elle  peut  représenter. 

Une  première  notion  très  importante  est  celle  des  formes  équiva- 
lentes; il  est  clair  que  si  Ton  pose  , 


(1) 

on  a 


C    X   -—    OLX' 


avec 


ax^  -+-  "-Ibxy  +  cy^  =  ax''^  -h  Wx'y'  -h  c'y  ^ 
a'  =  ait}  4-  2^aY  -h  c^^ 
b'  =  aap  4-  b{xo  4-  I^y)  -I-  Cyo, 
C'  =r  «[i2_^2^Po  +  CO^ 

La  forme     f  =  a'x"  -i-  ^b'x'ij  -+-  c'y"'     s'appelle  la  forme  transfor- 
mée do     f  =  ax^  H-  '2.bxy  +  cy^     par  la  subdiluiion  (1),  qu'on  repré- 
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sente  souvent  d'une  manière  abrégée  par  le  symbole 

^  -  (;  ?)• 

et  on  écrit  symboliquement 

Il  est  clair  que  si  Ton  suppose  a,  p,  y,  ^  entiers  et  si  Ton  donne 
des  valeurs  entières  à  x' ,  y' ^  il  en  résulte  des  valeurs  entières  pour 
X,  y.  Par  conséquent,  tout  nombre  qui  peut  être  représenté  par  f 
peut  aussi  être  représenté  par  f. 

Mais  la  réciproque  n'est  généralement  pas  vraie.  En  effet,  si  Ton 
ne  fait  aucune  hypothèse  particulière  avec  «,  p,  y,  8,  les  formules 
(1)  peuvent  bien  en  général  être  résolues  par  rapport  à  x\  y\  mais 
les  valeurs  ainsi  obtenues, 

x'  = 


OX  - 

-'.y 

ay- 

a§- 

-8ï 

ne  font  pas  toujours  correspondre  à  des  valeurs  entières  de  x  et  de 
y,  des  valeurs  entières  de  x' ,  y'. 

On  voit  même  que  pour  que  x\  y'  soient  certainement  entiers 
quand  a?  et  ?/  le  sont,  on  doit  supposer 

Lorsque  cette  condition  sera  vérifiée,  les  deux  formes  /"et  f  seront 
dites  équivalentes.  Tout  nombre  représenté  par  l'une  d'elles  peut 
aussi  être  représenté  par  l'autre  ;  connaissant  les  valeurs  des  varia- 
bles qui  correspondent  à  la  première  de  ces  représentations,  on 
pourra,  à'  l'aide  des  formules  (1)  ou  (2),  calculer  les  valeurs  qui 
correspondent  à  la  seconde. 

Remarquons  que  l'on  peut  avoir,  soit 

ao  —  pY  =  4-  1 , 

soit 

aS  —  Py  =^  —  ^• 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  formes  sont  dites  proprement  équi- 
valentes; dans  le  second  cas,  improprement  équivalentes. 

Les  substitutions  correspondantes  sont  respectivement  dites  pro- 
pres et  impropres. 

On  voit  l'intérêt  que  présente  la  question  de  l'équivalence  des  for- 
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mes,  au  point  de  vue  de  la  représentation  des  nombres.  Il  est  facile 
d'indiquer  une  condilion  nécessaire  pour  que  deux  formes  soient  équi- 
valentes, il  est  moins  aisé  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes.  Cette  condition  nécessaire  nous  est  fournie  par  la  pro- 
priété d'invariance  bien  connue  que  possède  le  discriminant  d'une 
forme  quadratique.  On  appelle  déterminant  d  une  forme 

ax^ -h  ^bxy -^  cy'^ 

le  discriminant  cbangé  de  signe  : 

D  =  b^  —  ac. 
On  sait  que  si  Ton  remplace  les  variables  x  et  ?/  par  d\autres 
variables  x\  y'  au  moyen  d'une  substitution 

y  =  Yx'  +  0?/', 

on  a 

D'  =  h'-'  -  a'c'  --^  {b^  —  ac){^l  -  ^7)% 

en  désignant  par  a',  b\  c'  lescoeflicients  de  la  forme  en  x' ^  y'.  Si,  en 
particulier,  elle  est  équivalente  à  la  forme  donnée,  on  a 

et  par  suite 

h'^  —  a'c'  =  b^  —  ac. 

Deux  formes  équivalentes  ont  des  déterminants  égaux;  il  est  aisé  de 
s'assurer  que  la  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie,  c'est-à-dire  que 
deux  formes  peuvent  avoir  des  déterminants  égaux  sans  être  équi- 
valentes. 

55.  Ce  qui  donne  surtout  de  l'importance  à  la  théorie  de  l'équi- 
valence, c'est  ce  fait  que  nous  allons  mettre  en  évidence  :  pour  re- 
chercher si  un  nombre  peut  être  représenté  par  une  forme,  il  suffit 
de  savoir  reconnaître  si  deux  formes  sont  équivalerites  ;  pour  trouver 
effectivement  les  nombres  qui  réalisent  la  représentation,  il  suffit  de 
savoir  trouver  les  substitutions  qui  permettent  de  passer  d'une  forme 
donnée  à  une  autre  forme  équivalente  également  donnée. 

Soit  en  effet 

m=^a\^-^  ^b\r,  -h  cr;' 

une  représentation  propre  du  nombre  m  par  la  forme 

ax"^  4-  ^bxy  H-  c?/^  ; 
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l,  T;  sont  donc  supposés  premiers  entre  eux.  Il  sera  par  conséquenl 
possible  de  trouver  deux  nombres  ^',  iq'  vérifiant  Fégalité 


Cela  posé,  considérons  la  substitution  (*) 

Elle  transforme  visiblement  la  forme  proposée  en  la  forme  équiva- 
lente 

mx"^  H-  ^nx'y'  H-  py'^. 

Si  nous  désignons  par  I)  le  déterminant  h^  —  ac  de  la  forme  pro- 
posée, on  a 

n-  —  mp  =  D. 
On  en  conclut 

71^  ^  D  (mod.  m). 

Or  n  est  un  nombre  entier,  donc  1)  doit  être  résidu  quadratique  de 
m  ;  ou  plutôt,  tout  nombre  m,  pouvant  olre  représenté  par  une 
forme,  doit  être  tel  que  le  déterminant  de  la  forme  soit  résidu  qua- 
dratique par  rapport  à  ce  nombre.  On  voit  Timportance  du  problème 
que  nous  avons  résolu  à  la  fin  du  chapitre  précédent,  à  l'aide  de  la 
loi  de  réciprocité  ;  nous  obtenons  immédiatement  une  condition  né- 
cessaire pour  la  représentation. 

Cette  condition  est-elle  suffisante  ?  Supposons-la  vérifiée  ;  nous 
pourrons  déterminer  n  par  la  congruence 

n^  ^  I)  (mod.  m) 

et  ensuite  p  par  Téquation 

n'  —  D 

p  =  , 

m 

qui  fournira  une  valeur  entière  ;  il  faudra  alors  reconnaître  si  la 

forme 

mx^-\-^nxy  +  py^ 

est  équivalente  à  la  forme  proposée  et,  dans  le  cas  de  Taffirmative, 
pour  avoir  i  ou  v],  trouver  la  ou  les  substitutions  qui  permettent 
de  passer  de  Tune  à  Vautre.  Nous  n'examinerons  pas  en  détail  ces 
problèmes  ;  nous  ne  pourrions  le  faire  sans  sortir  du  cadre  que  nous 


(*)  On  peut  remarquer  que  c'est  une  substitution  propre  ;  on  en  conclura  que 
Ton  peut  substituer  dans  renoncé  précédent  et  dans  ce  qui  suit  :  proprement  équi- 
valent h  :  équivalent. 
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nous  sommes  imposé  ;  indiquons  seulement  qu'on  sait  toujours  les 
résoudre  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'opérations. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  qu'en  prenant  pour 
n  deux  solutions  de  la  congruence 

n-  =  D  (mod.  m), 

congrues  entre  elles  (mod.  m),  on  n'obtient  pas  des  résultats  diffé- 
rents ;  on  obtiendra  donc  toutes  les  solutions  possibles  en  prenant 
pour  n  les  4^(w)  solutions  incongrues  entre  elles  (mod.  m). 
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DEUXIÈME     PARTIE 

ALGÈBRE    SUPÉRIEURE 


CHAPITRE   PREMIER 
L'ALGÈBRE    ÉLÉMENTAIRE 


L  —  Nombres  entiers  positifs. 

1.  Nous  nous  proposons  d'exposer  dans  les  leçons  qui  suivent  la 
théorie  des  équations  algébriques  telle  qu  elle  a  été,  à  la  suite  des 
recherches  de  Gauss  et  dWbel,  édifiée  par  Galois  ;  mais,  afin  de 
pouvoir  aborder  et  présenter  cette  théorie  avec  toute  la  netteté  dé- 
sirable, il  nous  a  paru  nécessaire  de  reprendre  à  ses  débuts  Talgèbre 
élémentaire  pour  préciser  autant  que  possible  quelques-unes  des 
notions  acquises,  et  donner  aux  termes  que  Ton  emploiera  dans  la 
suite  leur  vraie  valeur. 

Nous  partirons  donc  de  la  définition  donnée  d'abord  pour  les  nom- 
bres entiers  positifs  :  on  constate  qu'avec  des  objets  isolés,  qu'on 
regarde  comme  identiques,  ce  qui  veut  dire  qu'on  ne  porte  point 
l'attention  sur  les  différences  qui  existent  entre  eux,  il  est  possible 
de  former  des  systèmes  ou  groupements  différents^  dans  lesquels  on 
regarde  tous  les  objets  comme  jouant  le  même  rule.  Ces  groupe- 
ments considérés  successivement  en  allant  du  simple  au  composé 
sont  dits  formés  par  la  réunion  de  ?me,  deux^  trois,...  unités,  en  dési- 
gnant d'une  manière  générale  par  le  mot  unité  l'objet  choisi,  quelle 
que  soit  sa  nature, 
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Pour  étudier  les  rapports  do  ces  groupements  entre  eux,  il  a  été 
indispensable  de  désigner  chacun  d'eux  par  un  nom  et  de  le  repré- 
senter par  un  signe.  Les  nombres  entiers  positifs  sont  précisément 
les  signes  ou  les  noms  qu'on  a  choisis  pour  cela.  Ce  sont  donc 
uniquement  des  symboles  par  lesquels  on  représente  les  systèmes 
d'unités  dont  on  vient  de  parler. 

Le  nombre  zéro,  introduit  pour  la  commodité  du  langage,  est  égale- 
ment un  symbole  qui  représente  simplement  l'absence  de  tout  objet 
de  l'espèce  considérée,  c'est-à-dire  l'absence  de  toute  unité. 

Si  l'on  examine  maintenant,  au  point  de  vue  de  leur  constitution, 
les  divers  systèmes  que  l'on  vient  de  définir,  on  s'aperçoit  qu'ils  ont 
entre  eux  des  relations  très  simples.  Chacun  d'eux,  par  exemple, 
peut  s'obtenir  en  réunissant  le  précédent  avec  le  système  composé 
d'une  unité,  et  cette  propriété  est  souvent  donnée  comme  un  moyen 
de  construire  tous  les  systèmes,  dans  l'ordre  où  nous  les  avons  con- 
sidérés, en  partant  d'une  unité  ;  de  même  le  système  représenté 
par  le  nombre  3  s'obtient  en  supprimant  dans  le  système  représenté 
par  5  un  système  représenté  par  2,  etc.,  etc. 

Il  existe  donc  des  modes  de  composition  de  ces  systèmes,  c'est-à- 
dire  des  moyens  de  passer  de  deux  d'entre  eux  à  un  troisième.  Le  plus 
simple  de  ces  modes  consiste  dans  la  réunion  de  deux  systèmes  pour 
en  former  un  seul  ;  on  l'appelle  réunion  ou  addition  des  systèmes. 
Le  système  qui  résulte  de  la  réunion  de  deux  systèmes  s'appelle 
leur  somme.  Nous  allons  montrer  ici  que  le  calcul  des  nombres  en- 
tiers positifs,  tel  qu'on  l'entend  dans  les  éléments,  n'est  qu'un  déve- 
loppement purement  logique  des  propriétés  de  l'addition,  établies 
par  l'étude  directe  des  systèmes  d'unités.  Ajoutons  d'abord,  pour  dé- 
finir la  manière  de  parler  consacrée  par  l'usage,  que  l'on  convient 
d'employer  pour  les  symboles  qui  représentent  les  systèmes  d'unités, 
c'est-à-dire  pour  les  entiers  positifs,  le  même  langage  que  pour  ces 
systèmes  eux-mêmes.  Au  lieu  de  dire  :  le  système  représenté  par  le 
nombre  7  est  la  somme  des  systèmes  représentés  par  les  nombres 
3  et  4,  on  dira  simplement  :  le  nombre  7  est  la  somme  des  nom- 
bres 3  et  4.  Pour  éviter  même  l'emploi  d'une  phrase,  on  écrit 

7 -=(34-4), 

l'expression    (3 -h 4)     représentant  la  somme  des  nombres  3  et  4 
et  le  signe  =  indiquant  Videntité  des  symboles  qu'il  sépare. 
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2. Passons  maintenant  aux  propriétés  fondamentales  de  Taddition 
des  entiers  positifs,  auxquelles  on  arrive^  comme  il  a  été  dit^  par 
l'étude  directe  des  systèmes  d'unités  (*). 

1»  Si  Ton  définit  la  somme  de  trois  entiers  a,  ^,  c  par  l'égalité 

a  H-  />  -+-  c  —  (a  4-  ô)  -f-  c, 

dans  laquelle     [a-\- b]     indique  la  somme  des  nombres  a  et  b,  on 

a  également 

a  +  /»  -I-  c  =  a  -4-  (/y  4-  c) , 

ce  qu'on  énonce  en  disant  :  L'addition  des  entiers  est  associative. 

2°  Soient  a,  b  deux  entiers  positifs  ;  on  a  {a -\- b)  =  {b-\-a)\ 
en  d'autres  termes  :  Laddition  des  entiers  est  commutative. 

3°  L'addition  du  symbole  zéro  est  une  addition  d'effet  nul^  c'est- 
à-dire  que  l'on  a     (a  -f-0)  =  a,     quel  que  soit  l'entier  positif  a. 

4°  Si  à  un  nombre  a  on  ajoute  des  nombres  différant  entre  eux  on 
obtient  encore  des  nombres  différant  entre  eux.  On  peut  donc  conclure 

des  égalités 

[a-i-b)  =  d, 

(a-hc)  —  d, 

la  nouvelle  égalité  b  =  c.  11  résulte  de  là  que  l'addition  de  zéro 
est  la  seule  opération  d'effet  nul. 

Les  quatre  propriétés  précédentes  suffisent  pour  développer  le 
calcul  des  nombres  entiers  positifs  ;  c'est  ce  que  nous  allons  cons- 
tater. 

Tout  d'abord,  pour  la  commodité  de  l'écriture,  a  étant  un  entier 
positif,  on  a  représenté  les  sommes  a,  a  4- a,  a-f-a-h«,  etc. 
par  les  nouveaux  symboles     a.l,     a. 2,     a. 3,  etc. 

On  dit  que  ces  symboles  a.l,  a. 2,  «.3,  etc.  définissent 
un  nouveau  mode  de  composition  des  entiers  a  et  1,  a  et  2, 
a  et  3,  etc..  la  composition  par  multiplication.  Il  est  bien  clair  qu'il 
n'y  a  pas  là,  en  ce  moment,  un  mode  de  composition  vraiment  nou- 
veau, mais  seulement  une  notation  commode. 

Les  relations  des  symboles  de  la  forme  a.b  entre  eux,  c'est- 
à-dire  les  propriétés  fondamentales  de  la  multiplication,  s'établissent 


(*)  11  est  bien  c\iclcnt  qu'on  pourrait  se  donner  a  priori  ces  propriétés,  définir 
par  là  l'addition  et  constituer  un  ensemble  de  symboles  déduits  de  Tun  d'eux 
par  addition  répétée  de  ce  symbole  avec  lui-même  ;  on  éviterait  ainsi  l'introduction 
des  svstèmes  d'unités. 
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aisément  en  partant  de  la  définition  même  des  nouveaux  symboles. 
Nous  les  énonçons  ci-dessous 

La  multiplication  des  entiers  est  : 

1°  Associative  ; 

2**  Commulative  ; 

3*^  Distribulive  par  rapport  à  l'addition  ; 
ce  qui  se  traduit  par  les  é^^alités  : 

(a.b).c  =  a.(ô  .c), 
(a.b)  =  ^b  .a)^ 
[a-^b).c  =  (a.ci-h{b.c); 
A"   La  multiplication  par  1  est,  par  définition,  une  opération  d'effet 


nul 


Les  égalités 

[a.b)  =  d, 


[a.c]  =  d, 

permettent  d'écrire  b  =  c  ;  cela  résulte  de  la  définition  même  des 
premiers  membres.  On  déduit  de  là  ce  fait  que  la  multiplication 
par  1  est  la  seule  opération  d'effet  nul. 

Nous  n'avons  pas  défini  jusqu'à  présenties  expressions  a. 2,  a. 3, ... 
dans  le  cas  où  a  est  le  nombre  zéro.  On  peut  étendre  à  ce  cas  la 
définition  donnée  lorsque  a  est  quelconque  et  l'on  reconnaît  alors 
que  (0.^)  =  0  quel  que  soit  b.  On  convient  alors  d'écrire  égale- 
ment {b.O)  =  0  en  étendant  la  propriété  commutative  de  la  mul- 
tiplication à  ce  cas.  La  convention  est  légitime,  car  le  produit  {bA)) 
n'a  aucun  sens  jusqu'à  présent  d'après  la  définition  donnée  de  la 
multiplication  des  entiers. 

Remarquons  que  cette  convention  montre  que  la  propriété  de  la 
multiplication  d'être  distribulive  par  rapport  à  l'addition  se  con- 
serve pour  l'ensemble  des  entiers  positifs  et  du  nombre  zéro. 

On  a  en  effet 

^.(a-hO)  =  b.a-hb.i)  =  b.a, 

(«4-0). <^  =  a.b^O.b  =  a.b, 

et  il  apparaît  immédiatement  qu'on  aurait  pu  définir  /!/.0  et  0./;  en 
étendant  à  l'ensemble  des  entiers  positifs  et  de  zéro  la  propriété 
distribulive  de  la  multiplication,  sans  même  supposer  la  conimuta- 
tivité. 
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A  quelque  point  de  vue  que  l'on  se  place,  on  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  :  le  produit  d'un  entier  quelconque  par  zéro 
est  encore  zéro.  La  définition  donnée  du  produit  [a.b)  montre 
d'ailleurs  que  ce  produit  n'est  zéro  que  si  a  ou  h  sont  eux-mêmes 
zéro. 

De  même  que  l'on  a  représenté  par  a.l,  a. 2,  «.3,  etc.  les  sommes 
a,  «-!-«,  a-\-a-{-a^  etc.,  il  est  commode  d'introduire  une 
nouvelle  notation  pour  représenter  les  produits  a,  a. a,  a.a.a^  etc. 
On  écrit  ces  produits  a\  a^,  a^,  etc.  Si  l'on  considère  le  sym- 
bole o}'  ainsi  défini,  il  est  clair  qu'on  peut  le  regarder  comme  résul- 
tant d'un  certain  mode  de  composition  des  nombres  a  et  6  ;  c'est 
ce  mode  qu'on  appelle  élévation  aux  puissances.  On  peut  d'ailleurs 
ajouter,  comme  pour  la  multiplication,  que  ce  n'est  pas  ici  un  mode 
vraiment  nouveau,  mais  simplement  une  nouvelle  notation.  Les  lois 
qui  gouvernent  le  calcul  du  symbole  a^  s'établissent  en  partant  de 
sa  définition,  d'une  façon  immédiate. 

On  a  d'abord  les  formules 


Ajoutons  qu'il  existe  comme  dans  les  modes  de  composition  pré- 
cédents une  opération  d'effet  nul,  l'élévation  à  la  puissance  1. 
11  résulte  d'ailleurs  de  la  définition  même  de  a^  que  l'on  n'a 

a''  =  a''' 

que  si  b  =  6', 

d'où  l'on  conclut  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  opération  d'ellct  nul. 

Enfin  si  l'on  convient  d'étendre  au  cas  où  l'un  des  exposants  est 
nul  les  lois  qui  gouvernent  l'élévation  aux  puissances,  on  aura 

aKa^  =  rt''+o  =  a\ 

ce  qui  définit  a^  comme  égal  à  1  quel  que  soit  l'entier  a.  Nous 
n'insisterons  pas  ici  sur  ce  sujet,  l'élévation  aux  puissances  ne 
jouant  pas,  dans  ce  qu'on  appelle  dliabilade  V Algèbre.,  un  rôle  com- 
parable comme  importance  aux  deux  modes  de  composition  précé- 
demment indiqués. 

Remarquons  cependant,  en  passant,  qu'il  serait  possible  de  conti- 
nuer dans  la  voie  où  nous  nous  sommes  engagés  et  qu'il  serait  par 
exemple  utile  d'introduire   une  nouvelle  notation  pour  représenter 
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les  nombres  é,  a'''\  a''^',  etc.  en  mettant  en  évidence  le  rùlc  qu'y 
jouent  rt,  6  et  le  nombre  m  des  exposants  b  superposés.  On  pourrait 
continuer  ainsi  indéfiniment,  mais  tout  cela  est  du  ressort  de  l'étude 
des  symboles  dits  transcendants  ;  nous  ne  nous  en  occupons  pas  dans 
ces  leçons,  qui  seront  pour  ainsi  dire  uniquement  consacrées  à 
Tétude  des  deux  premiers  modes. 


II.  —  Nombres  entiers  négatifs. 

3.  Eu  considérant  les  entiers  positifs  nous  porterons  maintenanl 
notre  attention  uniquement  sur  ce  fait  que  ce  sont  des  sxjmboles 
connus^  dont  on  connaît  un  mode  de  composition,  Taddition,  et  les 
lois  qui  le  régissent. 

En  disant  que  ces  symboles  sont  connus.,  nous  voulons  dire  que  lors- 
qu'on a  donné  un  nom  à  chacun  d'eux^  par  exemple  en  suivant  les  règles 
de  la  numération  décimale.,  on  sait  quel  est  le  symbole  qui  est  la  somme 
de  deux  symboles  donnés.  On  connaît  également  d'après  la  manière 
dont  on  a  déduit  la  définition  du  produit  a.b  de  la  définition  d'une 
somme,  le  produit  {a.b)  lorsqu'on  connaît  les  facteurs  a  et  b. 

En  d'autres  termes,  on  peut  construire  une  table  carrée  d'addition 
et  une  table  carrée  de  multiplication  pour  les  entiers  positifs  ;  la  se- 
conde lorsqu'on  considère  seulement  un  nombre  limité  de  ces  entiers 
est  une  table  de  Pythagorc  ordinaire.  On  pourrait  également  cons- 
truire une  table  d'élévation  aux  puissances  à  double  entrée  comme  les 
premières,  les  exposants  étant  sur  une  ligne  horizontale  et  les  bases 
étant  sur  une  ligne  verticale,  mais  comme  nous  l'avons  fait  obser- 
ver, nous  considérerons  uniquement^  en  Algèbre,  l'élévation  aux 
puissances  comme  une  simple  notation  et  non  comme  un  mode  de 
composition  nouveau. 

La  construction  de  ces  tables  est  nécessaire  et  suffisante  pour  effec- 
tuer le  calcul  des  entiers  positifs,  en  ce  sens  qu'elle  permet  de  trouver 
l'entier  qu'on  obtient  en  elTcctuant  sur  un  entier  donné  un  nombre 
limité  des  opérations  :  addition,  multiplication,  élévation  aux  puis- 
sances. Nous  verrons  plus  loin  que  ces  tables  permettent,  théorique- 
ment du  moins^  de  résoudre  tous  les  problèmes  qu'on  peut  poser 
sur  les  entiers  positifs  lorsque  ces  problèmes  admettent  pour  solutions 
des  entiers  positifs. 
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Par  exemple,  soit  proposé  de  rechercher  l'entier  positif,  s'il  en 
existe  un,  qui  mis  à  la  place  de  x  satisfait  à  la  relation  a-\-x  ^=  b^ 
a  et  b  étant  des  entiers  positifs  donnés.  On  consultera  dans  la 
table  d'addition  la  ligne  qui  donne  les  sommes  de  l'entier  a  avec 
un  nombre  positif  quelconque  ;  si  l'entier  b  figure  dans  cette  ligne, 
la  colonne  dans  laquelle  il  se  trouve  donnera  à  son  origine  le 
nombre  entier  cherché.  Cette  opération  s'appellera  la  résolution  de 
l'équation    a-\-x  =  b     en  entiers  positifs. 

Sinon,  il  n'existe  aucun  entier  positif  x  tel  que  a^x  =  b. 
Ainsi,  il  n'existe  aucun  entier  positif  qui  mis  à  la  place  de  x  vérifie 

la  relation 

a  -\-  X  =  0^ 

quel  que  soit  l'entier  positif  a. 

4.  Nous  avons  vu  précédemment  qu'un  système  de  symboles  est 
connu  vis-à-vis  de  certains  modes  de  composition  de  ces  symboles^  lors- 
qu'après  avoir  donné  un  nom  à  chaque  symbole  du  système,  on  con- 
naît le  nom  du  symbole  résultant  de  la  composition  de  deux  sym- 
boles donnés  par  l'un  des  modes  spécifiés  ci-dessus.  Ainsi,  dés  qu'on 
a  construit  une  table  d'addition,  de  multiplication  et  d'élévation  aux 
puissances  des  entiers  positifs,  le  système  de  ces  entiers  est  connu 
vis-à-vis  des  trois  modes  précédents.  Il  résulte  de  là  que  si  l'on 
adjoint  à  un  ensemble  de  symboles  connu  de  nouveaux  symboles 
auxquels  on  a  donné  des  noms,  le  nouvel  ensemble  sera  connu 
relativement  aux  mêmes  modes  de  composition,  dès  qu'on  connaîtra 
les  résultats  de  la  composition  des  nouveaux  symboles  entre  eux 
ou  avec  les  anciens  suivant  les  modes  considérés.  C'est  cette 
remarque  que  nous  allons  appliquer  pour  arriver  à  connaît?^  l'en- 
semble des  entiers  positifs  et  négatifs. 

Ajoutons  que  nous  appelons  ici  composition  des  symboles^  toute 
opération  qui  de  deux  symboles  donnés  conduit  suivant  des  règles 
bien  déterminées  à  un  troisième  symbole.  Nous  verrons  qu'il  est 
toujours  possible  de  trouver,  et  d'un  grand  nombre  de  manières  diffé- 
rentes^ des  éléiaenis  g  é  orné  t7n  que  s ,  mécaniques  ou  physiques  qui,  consi- 
dérés à  certains  points  de  vue,  peuvent  être  représentés  par  les  sym- 
boles que  nous  introduirons;  la  composition  des  symboles  sera  alors 
l'image  d'une  composition  effective  de  ces  éléments  entre  eux. 
Nous  en  avons  déjà  trouvé  un  exemple  dans  la  multiplication  et 

THÉOKIE  DKS  NOMBRES 

uHivERsiTr; 
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l'élévation  aux  puissances  des  entiers  positifs  qui  reproduisent  des 
modes  de  composition  des  systèmes  d'unités  faciles  à  donner. 

Nous  présenterons  d'abord  la  théorie  des  entiers  négatifs  à 
un  point  de  vue  purement  logique^  en  mettant  en  évidence  les  hypo- 
thèses essentielles  de  cette  théorie  ;  nous  justifierons  ensuite  Tin- 
troduction  de  ces  symboles  dans  les  mathématiques,  en  donnant 
des  exemples  d'éléments  (ou  d'opérations  portant  sur  des  éléments 
convenablement  choisis)  pour  lesquels  on  peut  : 

1°  Etablir  une  correspondance  univoque  et  réciproque  entre  les 
éléments  et  les  entiers  positifs  et  négatifs  ; 

2"  Définir  les  modes  de  composition  de  ces  éléments  qui  suivent 
les  mômes  lois  que  les  modes  de  composition  des  entiers  positifs 
et  négatifs  entre  eux. 

Tout  ceci  sera  d'ailleurs  précisé  bientôt. 

Considérons  la  relation  l-f-ar  =  0,  qui  n'est  satisfaite  pour 
aucun  des  symboles  connus  (entiers  positifs)  mis  à  la  place  de  x. 
Nous  ajouterons  à  l'ensemble  des  entiers  positifs  un  nouveau  sym- 
bole qui,  par  définition^  vérifiera  cette  relation  ;  nous  supposerons 
d'abord  que  dans  la  relation  1  4-  a?  =  0  le  signe  -h  indique  un 
mode  de  composition  déterminé  des  symboles  1  et  a?,  mais  quelconque, 
c'est-à-dire  qui  n'est  pas  nécessairement  identique  à  l'addition  déjà 
définie  des  entiers  positifs.  Il  est  toujours  légitime  de  continuer  à 
appeler  addition  cette  composition,  tout  en  spécifiant  que  l'addition 
des  entiers  positifs  doit  être  distinguée  de  celle-là. 

Il  est  clair  que  si  Von  ne  dit  rien  sur  le  mode  de  composition  de  1 
et  X  représenté  ici  par  le  signe  -h,  on  ne  peut  également  rien  dire  sur 
le  calcul  du  symbole  x. 

Les  expressions    a -\- x    et    a.x,     où  a  est  un  nombre  entier 

positif,  ne  sont,  par  exemple,  aucunement  définies,  et  il  en  est  de 

même  de  ar. or.  De  l'égalité    (i-+-a?)  =  0     on  ne  peut  en  effet  déduire 

que  les  égalités 

a-h  (1  -i-  a?)  =  a,     a  étant  un  entier  quelconque, 

et  (i-ha7).a  =  0, 

qui  montrent  que  le  symbole  [i-^x)  se  comporte  absolument 
comme  le  symbole  zéro  vis-à-vis  des  entiers  positifs  ;  c'est  d'ailleurs 
la  définition  qu'on  en  a  donnée. 

Nous  supposerons  que  le  symbole  x  se  compose  avec  le  sym- 
bole i  pour  donner  zéro,  en  suivant  les  lois  fondamentales  de  l'ad- 
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dition  des  nombres  entiers  positifs.  Je  dis  que  cette  hypothèse  per- 
mettra le  calcul  du  symbole  x,  calcul  qu'on  pourra  dès  lors 
considérer  comme  connu  vis-à-vis  de  l'addition. 

D'abord  la  propriété  de  l'addition  énoncée  en  quatrième  lieu 
montre  que  le  symbole  x  défini  par  {i  -\-x)  —  0  est  unique.  La 
commutativité  prouve  qu'on  peut  écrire 

(l  +  a?)  rr=  l-f-a7  =  (^-hl)  =  0. 

Enfin  on  a,  puisque  l'addition  est  associative, 

a  4- (1-4- a?)  =  (^a-h  i)  -hx  =  a, 

c'est-à-dire  que  l'addition  d'un  entier  positif  quelconque  a  -H  1  et 
du  symbole  x  est  définie,  la  somme  obtenue  étant  a. 

Les  égalités 

[a  -hl)-ha7  =  a, 

(6H-l)  +  a?  =  b. 


donnent  d'ailleurs 

(aH-6  4-2) -i-a?H-a?  =  a-h  6,     etc., 

ce  qui  définit  le  calcul  additif  des  symboles  a?-t-ar,  x -\-  x-\-  x^... 
ce  calcul  étant  connu  lorsqu'on  sait  trouver  la  somme  de  ces  sym- 
boles avec  des  entiers  positifs  quelconques  ou  avec  eux-mêmes. 

Si  l'on  convient  de  conserver  les  mêmes  notations  pour  représen- 
ter les  sommes  x-\-x^  x^x-\-x.,...  que  celles  introduites  pour 
les  entiers  positifs,  c'est-à-dire  de  poser  par  définition  : 

XA   =37, 

07.2  =  07  4-  37, 

07.3  =  07 -h  a? -h  37,     etc., 

on  sait  ce  que  représente  a?. a,     a  étant  un  entier  positif  quelconque. 
On  peut  remarquer  que  ce  symbole  37. a  vérifie  l'équation 

a  -1-37. a  =  0. 

Si  l'on  veut  maintenant  définir  de  la  manière  la  plus  simple  les 
expressions  a.x  et  x.x^  on  sera  amené  ici  à  supposer  qu'il 
existe  entre  le  nouveau  symbole  37  et  les  anciens  ou  ce  symbole  x 
lui-même,  un  mode  de  composition  qui  possède  les  cinq  propriétés 
fondamentales  de  la  multiplication  des  entiers  positifs. 
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La  commutativité  de  la  multiplication  donnera 

a.x  =  x.a. 

Enfin,  pour  obtenir  x.x  \\  suffira  de  multiplier  par  x  les  deux 
membres  de  l'équation  de  définition  l-H  a-  =  0.  On  aura,  à  cause 
de  la  distributivité  par  rapport  à  Taddition, 

a\(i  +  a?)  =  x-^x.x  ==0 

ou,  en  ajoutant  le  nombre  1  aux  deux  membres  :     x.x  =  \. 

On  continuerait  de  môme  pour  obtenir  les  expressions  a?"\  où  m 
est  un  entier  positif. 

Remarquons  ici  que  si  Von  voulait  introduire  dans  le  calcul  les 
expressions  a^  et  a;%  il  faudrait  donner  un  sens  à  ces  symboles  qui 
n  en  ont  pas  jusqu'à  présent.  On  supposerait  alors  Texistence  d'un 
troisième  mode  de  composition  de  a  et  a;  ou  de  x  avec  lui-même 
possédant  les  propriétés  de  l'élévation  aux  puissances.  C'est  ce  qu'on 
fait  effectivement  en  Analyse,  mais,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
dès  que  l'exposant  b  de  la  puissance  n'est  pas  un  entier  positif, 
l'étude  du  symbole  à  ne  fait  pas  partie  de  l'Algèbre. 

En  résumé,  en  faisant  sur  le  symbole  x,  qu'on  introduit,  l'hypo- 
thèse qu'il  se  combine  avec  les  entiers  positifs  et  avec  lui-môme 
suivant  deux  modes  différents  :  l'un  possédant  les  quatre  propriétés 
fondamentales  de  l'addition,  l'autre  les  cinq  propriétés  fondamen- 
tales de  la  multiplication,  on  peut  affirmer  que  la  relation  1  -+-  a?  =  U 
suffit  à  définir  le  calcul  de  x  d'une  manière  unique  et  bien  détermi- 
née relativement  aux  deux  modes  de  composition  :  addition  et  mul- 
tiplication. 

On  peut  remarquer  qu'avec  le  symbole  x  sont  introduits  tous  les 
symboles  de  la  forme  a.x,  et  la  relation  x.x±^i  permet 
d'afiîrmer  que  ce  sont  les  seuls  qu'on  introduira  ainsi. 

On  donne  aux  symboles  a.x  ou  a?. a  \q  nom  d^Q  nombres  entiers 
négatifs  et  on  représente  le  symbole  x,  défini  comme  nous 
l'avons  dit,  à  l'aide  de  i  +  a;  =  0,  par  le  signe  (—1),  qu'on 
énonce  :  moins  un.  Les  symboles  x.a  sont  alors  représentés  par  le 
signe  (— l).a.  Pour  simplifier  les  écritures,  il  est  commode 
d'écrire  simplement  {—a)  au  lieu  de  (— !)•«  oumôme  —a; 
cela  ne  peut  prêter  à  aucune  ambiguïté,  le  signe  —  n'ayant  pas  de 
sens  pour  nous  jusqu'à  présent. 
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5.  Il  est  possible  de  présenter  les  opérations  qui  précèdent  d'une 
façon  plus  nette  encore. 

Lorsque  des  objets  bien  définis  forment  un  ensemble  possédant  les 
propriétés  suivantes  : 

1°  De  deux  objets  de  l'ensemble  on  peut  déduire  d'une  manière  bien 
déterminée  un  troisième  objet  du  même  ensemble  ' 

2°  La  composition  des  objets  considérée  est  associative  ; 

3°  Un  même  objet  associé  à  des  objets  différents  conduit  par  cette 
composition  à  des  objets  différents  ; 

on  dit  que  les  objets  constituent  un  groupe. 

Le  groupe  est  dit  limité  ou  illimité  suivant  qu'il  est  possible  on  non 
d'épuiser  l'ensemble  en  prenant  successivement  et  dans  un  certain 
ordre  tous  les  objets  différents  qui  en  font  partie. 

La  définition  précédente  étant  donnée,  on  remarque  immédiate- 
ment que  tous  les  entiers  positifs  (y  compris  zéro)  constituent  un 
groupe  illimité  lorsqu'on  envisage  leur  composition  par  addition. 
Si  l'on  exclut  le  symbole  zéro,  qui  joue  un  rôle  singulier  dans  la 
multiplication,  on  peut  également  dire  que  les  nombres  1,  2,  3,  . . . 
forment  un  groupe  illimité,  la  composition  des  éléments  étant  la 
multiplication. 

Ces  deux  groupes  ont  une  constitution  très  simple  : 

Tous  les  éléments  du  premier  sauf  zéro  dérivent  en  effet  de 
l'élément  désigné  par  1  par  addition  répétée  de  cet  élément  avec 
lui-même. 

Tous  les  éléments  du  second  dérivent  uniquement  des  éléments 
dits  nombres  premiers^  c'est-à-dire  s'obtiennent  en  multipliant  entre 
eux  les  nombres  premiers;  c'est  ce  qu'a  établi  du  moins  la  théorie 
de  la  divisibilité. 

Nous  dirons  qu'un  groupe  est  connu  lorsque,  deux  éléments  du 
groupe  étant  donnés,  il  est  possible  de  donner  l'élément  qui  en 
résulte  par  la  composition  correspondante.  On  peut,  lorsqu'un 
groupe  est  connu,  former  une  table  de  composition  de  ses  éléments, 
table  nécessairement  à  double  entrée,  qu'on  appelle  table  de  struc- 
ture du  groupe,  et  il  est  clair  que,  si  l'on  a  construit  cette  table  de 
structure,  le  groupe  est  connu.  Dans  le  cas  des  entiers  positifs,  ces 
tables  de  structure  sont  les  tables  d'addition  et  de  multiplication  dont 
nous  avons  parlé;  en  les  étudiant  on  retrouverait  aisément  les  proprié- 
tés fondamentales  de  la  composition  qui  ont  servi  à  les  construire. 
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Etant  donné  un  groupe  d'objets,  vis-à-vis  d'un  certain  mode  de 
composition  de  ces  objets,  on  peut  se  proposer  diétendrc  ce  groupe 
de  façon  à  ce  qu'il  renferme  un  nouvel  objet  ;  d'une  manière  plus 
précise  on  peut  se  proposer  de  définir  un  nouvel  ensemble  d'objets  : 

i°  Qui  renferme  au  moins  les  objets  du  groupe  donné  et  le 
nouvel  objet  ; 

2°  Qui  possède  les  propriétés  du  groupe  relativement  à  un 
certain  mode  de  composition  des  objets,  le  mode  considéré  se 
réduisant  au  premier  lorsque  les  objets  à  composer  appartiennent 
au  groupe  donné. 

Il  est  bien  évident  que  pour  former  ce  nouvel  ensemble  on  devra, 
en  général,  ajouter  plus  d'un  objet  au  groupe.  On  reut  remarquer 
en  outre  que  le  nouveau  groupe  sera  connu  lorsqu'on  aura  construit 
sa  table  de  structure ,  c'est-à-dire  donné  les  résultats  de  la 
composition  des  nouveaux  objets  avec  les  anciens  et  des  nouveaux 
objets  entre  eux,  suivant  le  mode  considéré. 

Il  suffit  de  se  rappeler  comment  nous  avons  introduit  les  entiers 
négatifs  pourvoir  immédiatement  que  c'est  précisément  ce  problème 
que  nous  avons  résolu.  Nous  avons  en  effet  constitué  par  l'ensemble 
des  entiers  positifs  et  négatifs  un  nouveau  groupe,  la  composition 
des  éléments  étant  l'addition  des  entiers,  ou,  lorsqu'on  exclut  zéro, 
leur  multiplication. 

Lorsqu'on  considère  la  table  de  structure  d'un  groupe,  on  constate 
en  général  que  toutes  les  relations  qu'elle  conduit  à  écrire  entre 
ses  éléments  sont  des  conséquences  nécessaires  d'un  nombre  limité 
d'entre  elles,  qu'on  appelle  relations  fondamentales^  et  des  lois  de  la 
composition.  Pour  introduire  les  entiers  négatifs  nous  avons  ajouté, 
pour  définir  le  calcul  additif,  un  élément  ( — 1)  et  ui^e  relation 
fondamentale:  1+  ( — 1)  =  0,  de  laquelle  la  table  de  structure 
du  groupe  peut  se  déduire  en  appliquant  les  lois  de  l'addition  sup- 
posées conservées.  Lorsqu'il  s'est  agi  de  définir  le  calcul  multi- 
plicatif, il  a  suffi  alors  de  supposer  conservées  les  propriétés  fonda- 
mentales de  la  multiplication  :   commutativité  et  distributivité. 

A  l'égard  des  groupes  formés  par  les  entiers  positifs  et  négatifs, 
composés  par  addition  ou  par  multiplication,  on  remarque  que  les 
opérations  considérées  étant  commutatives,  la  table  de  structure 
sera  symétrique  par  rapport  à  une  diagonale.  De  tels  groupes  sont 
dits  groupes  abéliens. 
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6.  Nous  venons  d'introduire  dans  le  calcul,  h.  un  point  de  Yue  purement 
logique,  les  entiers  négatifs  ;  nous  allons  montrer  l'utilité  de  cette  intro- 
duction, c'est-à-dire  légitimer  pratiquement  V étude  de  ces  symboles,  en 
donnant  des  exemples  d'éléments  (ou  d'opérations  portant  sur  des  éléments 
déterminés)  pour  lesquels  on  peut  définir  un  mode  de  composition  possé- 
dant les  propriétés  de  l'addition,  un  autre  mode  possédant  les  propriétés 
de  la  multiplication,  et  établir  une  correspondance  univoque  et  réciproque 
avec  les  entiers  positifs  et  négatifs.  D'une  façon  plus  précise  : 

1°  A  chaque  élément  correspondra  un  entier  et  un  seul  et  réciproque- 
ment ; 

2*^  A  des  éléments  différents  correspondront  des  entiers  différents  ; 

3°  A  la  somme  et  au  produit  de  deux  éléments  correspondront  respec- 
tivement la  somme  et  le  produit  des  entiers  correspondants. 

Parmi  ces  exemples,  l'un  des  plus  simples  nous  est  donné  par  la 
Géométrie.  Considérons  une  droite  indéfinie  sur  laquelle  nous  supposons 
fixé  un  sens  de  parcours  que  nous  appellerons  sens  positif;  nous  prenons 
sur  cette  droite  un  segment  déterminé  OA  parcouru  dans  le  sens  positif. 
Nous  convenons  de  considérer  comme  équivalents,  c'est-à-dire  de  repré- 
senter par  le  même  symbole  deux  segments  de  même  longueur  et  de 
même  sens,  quelle  que  soit  leur  position  sur  la  droite. 

Nous  ferons  correspondre  le  segment  OA  à  l'entier  1,  le  même  segment 
décrit  en  sens  inverse  à  l'entier  — 1.  Si  nous  définissons  alors  la  somme 
de  deux  segments  comme  le  segment  qui  a  pour  origine  V origine  du  premier 
et  pour  extrémité  l'extrémité  du  second,  après  qu'on  a  fait  coïncider  l'origine 
du  second  avec  l'extrémité  du  premier,  on  voit  que  la  correspondance  an- 
noncée entre  les  segments  ainsi  construits  à  l'aide  du  segment  OA  par- 
couru dans  un  sens  et  dans  l'autre  et  les  entiers  positifs  ou  négatifs  est  as- 
surée. 

Le  calcul  additif  des  segments  est  alors  identique  à  celui  des  entiers. 

Si  maintenant  on  définit  le  produit  de  deux  segments  comme  un  segment 
composé  avec  l'un  d'eux  comme  l'autre  est  composé  avec  le  segment  OA,  on 
a  défini  une  multiplication  des  segments  qui  représente  celle  des  entiers. 

On  peut  remarquer  que  le  segment  correspondant  à  zéro  est  celui  dont 
l'origine  et  l'extrémité  coïncident. 


III.  —  Nombres  fractionnaires. 

7.  L'introduction  des  nombres  fractionnaires  se  fait  suivant  les 
mornes  principes  que  celle  des  entiers  négatifs. 

Nous  partons  de  la  relation  a.x  =  i,  où  a  est  un  entier  positif 
ou  négatif,  mais  différent  de  dz  i  et  de  zéro.  Dans  le  cas  où 
a  =  di  1,  il  existe  en  effet  un  symbole  entier  dz  1  qui  vérifie  la 
relation     a.x  =  i  ;     dans  le  cas     a  =  0    il  n'existe   aucun  entier 
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qui  mis  à  la  place  de  x  vérifie  a.x  =  i  ;  nous  écarterons  ce  der- 
nier cas  de  nos  considérations  à  cause  du  rôle  singulier  que  joue  zéro 
dans  la  multiplication. 

Soit  donc  la  relation  a.x  =  1,  a  étant  choisi  comme  il  a  été 
dit  ;  il  n'existe  aucun  entier  qui  mis  à  la  place  de  x  vérifie  cette 
relation.  Nous  introduirons  alors  un  nouveau  symbole  x  qui,  par  dé- 
finition, est  tel  que  Ton  ait  a.x  =  i,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un 
mode  de  composition  du  symbole  x  et  du  symbole  cr,  mode  que 
nous  appellerons  multiplication,  et  qui  conduit  au  nombre  1. 

Pour  permettre  le  calcul  du  symbole  x,  c'est-à-dire  former  des 
tables  d'addition  et  de  multiplication  du  symbole  x  avec  lui-même 
et  avec  les  symboles  déjà  connus,  nous  supposerons  d'abord  qu'il 
se  compose  avec  lui-môme  et  avec  les  entiers  suivant  un  mode  pos- 
sédant les  propriétés  fondamentales  de  la  multiplication.  Nous  ex- 
ceptons bien  entendu  la  propriété  distributive,  puisque  nous  n'ad- 
mettons d'abord  qu'un  seul  mode  de  composition. 

On  peut  conclure  de  cette  hypothèse  qu'il  existe  un  seul  sym- 
bole X  tel  que  l'on  ait  {a.x)  =  i  et  l'on  peut  définir  le  produit  de 
ce  symbole  par  un  entier  quelconque  b,  à  l'aide  de  la  suite  d'éga- 
lités 

b.{a.x)  =  {b.a).x  =  {a.b).x  =  a.[b  .x)  =  b. 

On  aura  de  même 

{a.x).{a.x)  =  a.x. a.x  =  {a.a).{x.x)  =  1, 

ce  qui  donne  aKx^  =  i,  en  adoptant  la  notation  x.x  =  x\ 
On  peut  donc  calculer  a?'"  lorsque  m  est  un  entier  positif. 
Supposons  maintenant  l'existence  d'un  second  mode  de  compo- 
sition du  symbole  x  avec  lui-même  ou  les  entiers,  possédant  les 
propriétés  fondamentales  de  l'addition,  la  multiplication  étant  dis- 
tributive par  rapport  à  ce  mode.  Si  l'on  conserve  le  signe  -h  pour 
indiquer  ce  mode  de  composition,  de  la  relation    (a.x)  =  i    on  peut 

déduire 

{a.x)-\'(a.x)  =  a.{x-hx)  =  2, 

ce  qui  définit    x-^x     d'une  manière  unique.  La  définition  montre 
d'ailleurs  que  l'on  a 

puisque 

a.(^.x)  =  2. {a.x)  =  2, 
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c'est-à-dire  que  le  symbole    x  -{-  x     coïncide  avec  un  symbole  déjà 
connu. 
On  verrait  également  que  la  relation 

[a.x)-\-[a.h)  =  a.{x  -h  b) 

définit  le  symbole  {x  +  b).  Il  résulte  de  là  que  l'on  sait  composer 
le  symbole  x  soit  avec  lui-même,  soit  avec  les  entiers  par  voie 
d'addition  ou  de  multiplication  ;  en  d'autres  termes,  le  calcul  du 
symbole  x  est  connu.  On  peut  remarquer  que  l'on  a  toujours 
a?.0  =  O.a?  =  0,  c'est-à-dire  que  la  multiplication  par  zéro  reste 
singulière. 

L'ensemble  des  symboles  b.x^-\-  c,  où  ô,  c  sont  des  entiers  quel- 
conques et  m  un  entier  positif,  renferme  tous  les  symboles  déduits 
de  X  par  les  modes  de  composition  précités.  On  peut  dire  que  cet  en- 
semble constitue  un  groupe  illimité  d'éléments,  soit  au  point  de  vue 
de  la  composition  additive,  soit  au  point  de  vue  de  la  multiplication. 
Les  relations  fondamentales  de  ce  groupe  dérivent  toutes  des  lois  qui 
régissent  ces  modes  de  composition  et  de  la  relation  fondamentale 
[a.x)  =  1     qui  définit  x. 

Il  est  commode  d'introduire  directement  le  symbole  x  dans  le 
calcul  et  d'abandonner  alors  la  relation  fondamentale  qui  le  définit  ; 
on  le  fait  en  donnant  un  nom  à  ce  symbole.  On  l'appelle  inverse  de 

a  et  on  le  représente  par  un  signe, qui  rappelle  son  origine  :  (- )  ; 

on  a  alors  par  définition    «.(— )  =  'i-     Nous  appellerons  cela  ea:- 

pliciter  le  symbole  ;  c'est  en  efï'et  donner  un  signe  explicite  pour  re- 
présenter un  élément  défini  par  une  relation  implicite.  C'est  l'opé- 
ration déjà  faite  lorsqu'on  a  désigné  par  (— «)  le  symbole  qui 
vérifie    a?  +  a  =  0,     a  étant  entier  positif. 

Pour   simplifier  les  écritures   on    écrit    souvent    ^.(— )  =  — ; 

\a/         a 

cela  ne  présente  évidemment  aucun  inconvénient,  -  n'ayant  jusqu'à 

présent  aucun  sens. 

L'entier  a  n'ayant  pas  jusqu'alors  été  fixé,  on  peut  supposer  qu'on 
prenne  successivement  pour  a  tous  les  entiers  positifs  ou  négatifs. 

On  introduira  ainsi  tous  les  symboles  de  la  forme  —  ,  on  p  et  q 

sont  deux  entiers  quelconques  ;  ce  sont  ces  symboles  qu'on  appelle 
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les  nombrea  rationneh.  Il  est  à  remarquer  que  tous  les  symboles 
ainsi  introduits  ne  sont  pas  distincts,  et  que  si  Ton  a 

p  =  m.p',  q  =^  m.q', 

on  en  déduit 

R  =  II. 

q         q'' 

Si  Ton  veut  ne  pas  introduire  de  symboles  inutiles,  il  faudra  faire 

l'introduction  des  symboles  séparément^  c'est-à-dire  après  avoir  in- 

i 
troduit  le  symbole  —  •>  par  exemple,  n'introduire  un  nouveau  sym- 

bole  que  si  la  relation  qui  doit  le  définir  n'est  vérifiée  pour  aucun 
des  symboles  déjà  introduits.  On  reconnaît  immédiatement  qu'il  est 
nécessaire  et  suffisant  d'introduire  les  symboles  définis  par  la  rela- 
tion p,x  =  i,  p  étant  un  nombre  premier  quelconque,  c'est-à- 
dire  les  inverses  des  nombres  premiers.  Cette  remarque  résulte  d'ail- 
leurs de  la  constitution  du  groupe  formé  par  les  entiers  positifs  et 
négatifs  vis-à-vis  de  la  multiplication. 

8.  Si  Ton  admet  pour  les  nombres  rationnels  l'existence  des  deux 
modes  de  composition  :  addition  et  multiplication,  le  calcul  de  ces 
nombres  est  complètement  défini  et  connu  relativement  à  ces  deux 
modes. 

Par  exemple,  si  l'on  a 

a,x  =  a, 

a,  OL,  6,  p  étant  des  entiers  quelconques,  il  en  résulte 

a.b.x  =  cc.b, 
b.a.y  =  '^.a^ 
c'est-à-dire 

{a.b).{x-}-y)  =  (a6-+-^a), 

ce  qui  définit  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  x  ci  y  : 

'a.b  -\-  pa) 


(ar-hy)  = 


[a.b) 


On  aurait  de  même 

a.x.b.y  =  a.  p 

ou  {a.b).{x.y)  =  a.p, 

ce  qui  donne 

(.  y)  -  ^'• 
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Enfin  nous  pouvons  ajouter  que  si  Ton  considère  une  relation  de 
la  forme  a.x=zb,  où  a  et  6  sont  des  nombres  rationnels,  il 
existe  un  symbole  rationnel  ou  entier  et  un  seul  qui  mis  à  la  place 
de  X  vérifie  cette  relation.  Soient,  en  effet, 

a. a  =  p, 

^.b  =  q 
les  égalités  qui  définissent   a  et  6  ;    l'égalité  qui   définit   x    peut 

s'écrire 

a. ^.a.x  =  a.^.b 
ou  encore 

{p.?).x  =  {a.q). 
On  déduit  donc  de  là 

D'une  manière  générale,  lorsque  dans  un  ensemble  de  symboles 
qui  se  composent  entre  eux  suivant  un  mode  additif  et  un  mode 
multiplicatif,  il  existe  : 

1°  Un  et  un  seul  symbole  de  l'ensemble  qui  mis  à  la  place  de  x 
satisfait  à  la  relation  a-i-  x  =  h^  a  et  b  étant  deux  symboles 
quelconques  de  l'ensemble,  on  dit  que  la  soustraction  est  possible 
dans  l'ensemble  ; 

2''  Un  et  un  seul  symbole  de  l'ensemble  tel  que  mis  à  la  place 
de  X  il  vérifie  l'équation  a.x  =  b,  on  dit  que  \sl division  est  pos- 
sible dans  l'ensemble. 

Les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs  forment  un  ensemble  où 
la  soustraction  est  possible.  Si  on  ajoute  les  nombres  rationnels,  on 
a  un  ensemble  dans  lequel  la  soustraction  et  la  division  sont  possi- 
bles. Le  symbole  zéro  étant  singulier  dans  la  multiplication,  la 
division  par  zéro  reste  toujours  exclue  de  nos  considérations. 

Nous  n'insistons  pas  ici  sur  les  définitions  de  la  soustraction  et 
de  la  division  comme  opérations  inverses  de  l'addition  et  de  la  mul- 
tiplication, cela  n'est  pour  nous  d'aucune  importance. 

9.  Passons  maintenant  à  la  légitimation  des  symboles  que  nous  venons 
d'introduire  ;  elle  sera  complète  lorsque  nous  aurons  donné  des  exemples 
d'éléments  (ou  d'opérations  portant  sur  ces  éléments)  pour  lesquels  on 
connaît  deux  modes  de  composition  possédant  l'un  les  quatre  propriétés 
fondamentales  de  l'addition,  l'autre  les  cinq  propriétés  fondamentales  de  la 
multiplication  et  tels  que  la  correspondance  entre  les  éléments  et  nos  sym- 
boles soit  univoque  et  réciproque. 
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11  suffira  de  choisir  ici  nos  éléments  parmi  les  grandeurs  pour  lesquelles 
on  a  la  conception  d'une  division  en  parties  égales.  Nous  pourrons  con- 
server l'exemple,  donné  précédemment,  des  segments  portés  sur  une  droite 

et  définir  par  exemple  le  segment  correspondant  au  symbole  (— J  comme 

celui  qui  conduit  au  segment  unité  lorsqu'on  le  compose  avec  lui-même 
de  la  même  manière  qu'on  compose  le  segment  unité  avec  lui-même  pour 
former  le  segment  correspondant  à  a.  11  suffira  de  conserver  également 
les  définitions  déjà  données  de  l'addition  et  de  la  multiplication  des  seg- 
ments pour  que  la  correspondance  entre  les  segments  et  nos  nombres  ra- 
tionnels soit  complète  et  complètement  définie. 

A  ce  propos  nous  observerons  que  dans  l'exemple  précédent  tous  les 
nombres  rationnels  sont  représentés  ;  cela  tient  à  ce  qu'on  admet  la  pos- 
sibilité de  diviser  un  segment  quelconque  en  autant  de  parties  égales  que 
l'on  veut.  11  n'en  est  pas  ainsi  en  général,  c'est-à-dire  qu'un  système 
d'objets  étant  donné  pour  lesquels  on  connaît  les  deux  modes  de  compo- 
sition :  addition  et  multiplication,  il  peut  se  faire  que  certaines  divisions 
seulement  soient  possibles  ;  on  ne  pourra  alors  représenter  par  ces  objets 
qu'une  partie  des  nombres  rationnels.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
lorsqu'on  se  propose  de  diviser  un  arc  de  cercle  à  l'aide  de  la  règle  et  du 
compas  seuls  ;  on  n'obtiendra  évidemment  ainsi  en  partant  de  l'unité  que 
les  segments  correspondant  aux  nombres  de  la  forme  —,  a  étant  un  en- 
tier quelconque  et  n  un  entier  positif. 

Cela  se  présente  également  lorsqu'on  considère  des  systèmes  d'unités  A 
dans  lesquels  l'unité  A  est  elle-même  un  système  d'autres  unités  B. 
Si  l'unité  A  est  composée  de  p  unités  B,  il  sera  possible  de  représenter 
dans  le  domaine  où  Ton  se  place  les  opérations  qui  correspondent  au 

calcul  additif  des  fractions  de  la  forme  -  et  les  multiplications  des  entiers 

P 
par  ces  fractions  ;  mais  il  sera  impossible  de  représenter  par  exemple  la 

multiplication  de  —  et  —  • 
P  P 
On  aperçoit  ici  la  difl'érence  essentielle  entre  une  étude  d'éléments  réels 
au  point  de  vue  de  leurs  modes  de  composition  et  l'étude  de  symboles 
possédant  ces  modes  de  composition.  Alors  que  la  premièi^e  est  sujette  à 
une  foule  d'irrégularités  provenant  de  l'ensemble  d'éléments  que  l'on  con- 
sidère, irrégularités  qu'il  faut  trouver,  la  seconde  est  le  développement  na- 
turel et  logique  des  hypothèses  faites  et  ne  présentera  jamais  de  difficultés. 


III.  —  Polynômes  à  une  variable. 

10.  On  appelle  'polynôme  entier  en  x  de  degré  m,  toute  expression 

de  la  forme     a-^bx-^cx''-\ h/a:"'     dans  laquelle    a,b,...l    sont 

des  nombres  rationnels  déterminés,  positifs  ou  négatifs,  le  nombre 
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/  étant  différent  de  zéro,  et  x  un  nombre  rationnel  qu'on  laisse 
à  dessein  indéterminé.  Nous  appellerons  d'une  manière  générale 
variable  un  symbole  qu'on  peut  choisir  d'une  façon  arbitraire  dans 
un  ensemble  de  symboles  connus^  et  nous  dirons  que  le  polynôme  pré- 
cédent est  un  polynôme  à  une  variable  x.  Lorsqu'on  remplace,  dans 
le  polynôme,  x  par  un  nombre  rationnel  déterminé,  le  polynôme 
devient  aussi  un  nombre  rationnel  déterminé  et  qu'on  sait  calculer. 
11  est  facile  de  voir  qu'un  polynôme  donné  ne  peut  devenir  égal  à 
un  nombre  rationnel  quelconque  pour  un  choix  convenable  du  nombre 
rationnel  x\  par  exemple  le  polynôme  à  deux  termes  ou  binôme 
x^-^i  ne  peut  devenir  égal  ni  à  zéro,  ni  à  — 1,  ni  à  3,  etc. 
quel  que  soit  le  nombre  rationnel  qu'on  mette  à  la  place  de  x\ 
donc  à  tous  les  nombres  rationnels  le  polynôme  ne  fait  corres- 
pondre que  les  nombres  rationnels  d'wne  certaine  classe.  En  algèbre 
élémentaire,  étudier  le  polynôme  c'est  donner  des  règles  de  calcul 
communes  à  tous  les  nombres  rationnels  de  cette  classe. 
Considérons,  par  exemple,  les  deux  polynômes 

P  =  2-i-Ax—9x\ 

Q  =  3  —  2.r  -f-  5^3  ; 

lorsqu'on  fixe  le  nombre  rationnel  x^  P  et  Q  deviennent  des 
nombres  rationnels  déterminés.  Il  est  facile  de  former  un  polynôme 
qui  représente,  pour  ce  même  choix  de  a?,  la  somme  de  ces  nombres 
rationnels.  Il  suffit  en  effet  de  réunir  les  termes  de  P  et  de  Q  et  de 
réduire  les  termes  semblables^  c'est-à-dire  renfermant  la  même  puis- 
sance de  37,  en  appliquant  la  propriété  distributive  de  la  multipli- 
cation. Le  polynôme  ainsi  obtenu  est 

K  =  5  +  2a?  -  9a;2  -j-  5a^3  ; 

on  l'appelle  somme  des  polynômes  P  et  Q,  et  il  est  clair  que  quel  que 
soit  le  choix  fait  pour  rc,  le  polynôme  R  représentera  la  somme 
des  nombres  rationnels  représentés  par  P  et  Q. 

D'une  manière  analogue  il  est  facile  de  former  un  polynôme  qui 
représente,  quel  que  soit  le  nombre  rationnel  mis  à  la  place  de  x,  le 
produit  des  nombres  rationnels  représentés  par  deux  polynômes 
donnés.  Si  P  =  2  +  3x,  Q  =  3  —  5.x  sont  les  polynômes  donnés, 
le  polynôme  cherché  est 

R  =z  6  —  a?  —  i^x^  ; 

on  l'appelle  prorfw2Ï  des  polynômes  P  et  Q. 
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Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer,  on  a,  pour 
obtenir  le  polynôme  R,  regardé  x  comme  un  symbole  se  compo- 
sant avec  les  nombres  rationnels  suivant  deux  modes  différents  qui 
possèdent  les  propriétés  fondamentales  de  l'addition  et  de  la  mul- 
tiplication des  nombres  rationnels.  Le  point  de  vue  auquel  nous 
nous  plaçons  pour  considérer  les  polynômes  justifie  naturellement 
ce  procédé,  puisque  x  représente  pour  nous  un  nombre  rationnel 
indéterminé.  Il  est  bien  clair  que  l'addition  et  la  multiplication  des 
polynômes  ainsi  définies,  possèdent  les  propriétés  fondamentales 
des  mêmes  modes  de  composition  entre  nombres  rationnels  ;  nous 
n'y  insisterons  donc  pas. 

11.  Poursuivant  l'analogie  que  présente  l'étude  des  polynômes  et 
celle  des  entiers,  nous  considérerons  les  relations  de  la  forme 

P  +  X=::    Q 

et  P.X-Q, 

dans  lesquelles  P  et  Q  représentent  des  polynômes  donnés  et  X  est 
un  symbole  assujetti  k  vérifier  l'une  de  ces  relations  et  à  se  compo- 
ser avec  les  symboles  ordinaires  :  polynômes  entiers,  suivant  les 
deux  modes  si  souvent  cités. 

On  voit  aisément  que  la  relation  P  -+-  X  =  Q  définit  toujours  un 
polynôme  entier  en  x  qu'on  appelle  û?2y/'e?'e72ce  des  polynômes  Q  et  P 
som  la  seule  condition  que  les  coefficients  de  V  et  Q  appartiennent  à 
un  ensemble  de  symboles  dans  lequel  la  soustraction  est  possible. 

11  n'en  est  pas  de  même  de  la  relation  P.X  =  Q;  dans  tous  les 
cas  on  explicite  le  symbole  X  défini  par  cette  relation  en  écrivant 

Q 

et  on  l'appelle  fraction  rationnelle.  D'après  ce  qu'on  vient  d'affirmer, 
il  peut  arriver  qu'il  existe  un  polynôme  entier  en  x  ou  un  nombre 
rationnel,  qui,  mis  à  la  place  de  X,  vérifie  la  relation  donnée 
p  X  =  Q;  on  dira  dans  ce  cas  que  la  fraction  --  est  réductible  h  un 
polynôme  ou  à  un  nombre  rationnel  ;  si  au  contraire  cela  n'a  pas 
lieu,  on  a  une  véritable  fraction.  Des  exemples  de  ces  deux  cas  sont 
donnés  par  les  relations 
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{x  —  \) .a  =  [x^  —  i),       qui  donne       X  = -^ — -  —  x -^  i 

37^4-37-4-1 

et     {x^-\-\.).\  =  x^-^x-\-i,     qui  donne     X=: 

\  J  07^  +  1 

Le  calcul  des  symboles  de  la  forme  —  i    dans  laquelle  P  et  Q  sont 

deux  polynômes  en  37,  se  déduit  immédiatement  de  leur  définition 
et  reproduit  par  conséquent,  mutatis  mutandis ^  le  calcul  des  fractions 

ordinaires  -,   a  et  6  étant  des  entiers;  nous  n'y  insisterons  pas  non 

0 

plus. 

12.  Lorsque  a  et  b  sont  des  entiers  positifs,  b  étant  inférieur  à  a, 
on  sait  qu'il  existe  toujours  une  identité  de  la  forme  a  =  b.q-\-r 
dans  laquelle  q  et  r  sont  également  des  entiers  positifs,  r  étant 
inférieur  à  6;  on  dit  alors  que  q  est  le  quotient  et  r  le  reste  de  la 
division  de  a  par  b.  L'extension  de  cette  définition  aux  polynômes 
va  nous  permettre  d'arriver  à  des  propositions  plus  importantes  : 
soient  A  et  B  deux  polynômes  entiers  en  ic,  le  premier  de  degré 
m,  le  second  de  degré  inférieur  n;  si  nous  posons  l'identité  en  x 

A  =  B.Q-i-R, 

Q  étant  un  polynôme  de  degré  m—n  et  R  un  polynôme  de  degré 
(w  —  1),  il  est  possible  de  déterminer  de  proche  en  proche  et  d'une 
manière  unique  les  coefficients  de  Q  puis  ceux  de  R;  parmi  ces  der- 
niers un  certain  nombre  et  même  tous  peuvent  se  réduire  à  zéro.  Le 
polynôme  Q  est  appelé  quotient  et  le  polynôme  R  reste  de  la  divi- 
sion de  A  par  B. 

Il  est  presque  inutile  de  remarquer  que  dans  le  cas  où  les  coeffi- 
cients de  R  sont  tous  zéro^  le  polynôme  Q  qu'on  détermine  ainsi 

est  celui  auquel  se  réduit  la  fraction  —  introduite  précédemment. 

Ajoutons  qu'on  dit,  dans  ce  cas,  que  le  polynôme  A  est  divisible 
par  le  polynôme  B  ou  bien  que  B  est  un  diviseur  de  A.  Nous  n'in- 
sisterons pas  ici  sur  les  moyens  'pratiques  employés  pour  déterminer 
les  coefficients  des  polynômes  Q  et  R  dans  le  cas  général;  ce  qu'il 
importe  de  fixer,  c'est  que  si  l'on  ordonne  les  polynômes  A,  B  et  Q 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  a?,  on  aura  les  coefficients 
de  Q  par  des  relations  de  la  forme     ax=^b,     dans  lesquelles  x  est 
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un  coefficient  inconnu  et  a  le  coefficient  du  premier  terme  de  B.  On 
n'aura  donc  à  effectuer  que  des  divisions  par  ce  coefficient  a.  Les 
coefficients  de  R  seront  ensuite  obtenus  par  des  équations  de  la 
forme  a  +  a:  =:  p,  a  et  p  étant  connus  et  x  étant  le  coefficient 
inconnu. 

11  résulte  de  là  que  si  les  coefflcieiits  des  polynômes  k  et  ^  font 
partie  d'un  ensemble  de  symboles  dans  lequel  la  division  par  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  de  B  et  la  soustraction  sont  possibles^  on  pourra 
affirmer  Vexistence  d'une  identité  de  la  forme 

A    zrzB.Q  +  R, 

les  coefficients  des  polynômes  Q  e^  R  appartenant  au  même  ensemble 
de  symboles. 

En  particulier  si  le  coefficient  du  premier  terme  de  B  est  le 
nombre  1,  il  suffira  que  la  soustraction  soit  possible  dans  l'ensemble 
des  symboles  où  Ton  prend  les  coefficients  de  A  et  de  B. 

Considérons  par  exemple  l'un  des  cas  les  plus  importants  pour 
la  suite  :  la  division  des  polynômes  par  x  —  a;  l'identité  à  écrire 
sera 

A  =  (a;  — a).Q4-R, 

et  R  se  réduira  à  un  nombre  rationnel.  Pour  obtenir  ce  nombre  il 
suffira  de  remplacer  x  par  un  nombre  rationnel  quelconque;  nous 
choisirons  le  nombre  «,  qui  a  l'avantage  de  ne  pas  exiger  le  calcul 
de  Q.  Si  en  clfct  on  fait  x  —  a  dans  l'identité  précédente  le  poly- 
nôme k{x)  devient  un  nombre  rationnel  déterminé  A(a),  Q[x) 
devient  également  un  nombre  rationnel  Q(a),  dont  le  produit  par 
zéro  est  zéro,  et  l'on  a  par  suite 

A(a)  =.  R. 

On  peut  donc  dire  :  Si  un  polynôme  k[x)  est  divisible  par  {x  —  a), 
A  (a)  est  égal  à  zéro  et  réciproquement. 

On  verrait  aisément  que  si  l'on  a  égalejmcnt  k{b)  =  0,  le  poly- 
nôme est  divisible  par  {x  —  a){x  —  b),  etc.,  etc..  Il  résulte  de  là 
que  si  on  considère  m  nombres  a,  b,  . . .,  /  pour  lesquels  on  sup- 
pose k{a)  =  k{b)  =  ■'■  =  k{l)  =  0,  le  polynôme  A(a?),  supposé 
de  degré  m,  pourra  s'écrire 

k{x)  =  a{x  —  a)[x  —  b). .  .{x  —  /), 

X  étant  un  nombre  rationnel  déterminé.  11  est  bien  clair  que  ce  po- 
lynôme k{x)  ne  devient  égal  à  zéro  pour  aucun  nombre  rationnel 
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différent  de  a,  ^,  . .  . ,  /,  puisqu'un  produit  de  nombres  rationnels 
n'est  zéro  que  si  l'un  de  ces  nombres  est  lui-même  zéro.  On  peut 
donc  aflîrmer  qu'il  n  existe  pas  de  polynôme  en  x  de  degré  m  qui  premie 
la  valeur  zéro  pour     m-f-i     choix  différents  du  nombre  rationnel  x. 

Le  polynôme  A  (a?)  sera  d'ailleurs  complètement  déterminé  lors- 
qu'on donnera  en  outre  le  nombre  rationnel  qu'il  représente  pour  un 
choix  de  x  difîerentde  a,b,  ...,l.  Ecrivons  par  exemple  A(r)  =  R; 
on  en  déduira  R  =:  X (r  —  a)[r  —  b). .  .{r  —  /),  ce  qui  détermine  X 
d'une  manière  unique.  Un  polynôme  de  degré  m  est  donc  déterminé 
par  ce  fait  qu'il  decient  égal  à  zéro  pour  m  choix  différents  a^  b,  .  .  ,  / 
du  nombre  rationnel   x   et  à  un  nombre  rationnel  R  lorsque     x  =  r. 

La  proposition  précédente  va  nous  amener  à  une  nouvelle  pro- 
priété des  polynômes,  qui  sera  dans  la  suite  d'une  grande  impor- 
tance. Nous  avons  vu  qu'un  polynôme  permet  de  faire  correspondre 
à  tout  nombre  rationnel  x  un  nouveau  nombre  rationnel  ;  nous  al- 
lons établir  que  la  correspondance  précédente  suffit  à  définir  le  po- 
lynôme et  de  plus  qu'une  telle  correspondance  est  complètement  déter- 
minée par  (7?i-t-l)  couples  de  nombres  correspondants  qu'on  peut 
prendre  arbitrairement . 

Il  suffit  évidemment  pour  cela  de  montrer  qu'il  existe  un  polynôme 
de  degré  au  plus  m  et  un  seul  qui  fait  correspondre  aux  {m-\-i) 
nombres  a,  b^  ...,  /  les  nombres  a,  p,  ...,  A.  Ces  couples  a. a, 
/>.p,...  sont  assujettis  à  une  seule  condition  qui  résulte  du  fait 
que  le  polynôme  devient  pour  chaque  choix  de  x  un  nombre  ration- 
nel bien  déterminé^  c'est  que  si  deux  des  nombres  a  et  b  sont  égaux, 
les  nombres  a  et  (3  doivent  l'être  aussi.  Il  est  bien  clair  que  si  cela 
a  lieu,  il  faut  ajouter  un  nouveau  couple,  puisque  deux  des  couples 
donnés  coïncident. 

La  démonstration  de  la  proposition  est  immédiate  :  le  polynôme 

^  {x  —  b){x  —  c)...[x  —  l) 
V   ^        ^a—b){a  —  c)...{a  —  l) 

fait  correspondre  aux  nombres  b,  c,  ...,  /le  nombre  zéro  et  au  nombre 
a  le  nombre  1  ;  c'est  d'ailleurs  le  seul  polynôme  possédant  cette  pro- 
priété, d'après  un  théorème  démontré  plus  haut.  Si  on  définit  de  même 
des  polynômes  B(.x-),  C(a?),  ...,  L{x)^  le  polynôme  de  môme  degré 
aA(a?)  +  ^B{x'.  -H  . . .  +  XL(ir)  satisfait  aux  conditions  imposées,  c'est- 
à-dire  est  de  degré  au  plus  égal  à   m  et  fait  correspondre  aux  nom- 

THÉORIE  DtS  NOMBRES  1  (.1 
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bres  a,  b,  ...,  /  les  nombres  a,  p,  ...,  X.  11  est  le  seul  possédant 
cette  propriété,  car  s'il  en  existait  un  second,  la  différence  de  ces 
deux  polynômes  serait  de  degré  m  et  ferait  correspondre  aux  (m-\-i) 
nombres  a,  b,  ...,  l  le  même  nombre  zéro,  ce  qui  a  été  démontré 
impossible. 

On  peut  donc  dire  que  la  correspondance  établie  par  un  polynôme 
entre  les  nombres  rationnels  caractérise  le  polynôme  et  de  plus 
qu'elle  est  complètement  donnée  par  (m  +  i)  couples  de  nombres 
correspondants. 

Il  convient  de  faire  observer  ici  que  le  degré  du  polynôme  qu  on 
vient  de  construire  n  est  pas  nécessairement  m,  mais  peut  être  in- 
férieur à  m.  Si  par  exemple  les  nombres  a  et  a  sont  associés  de 
telle  sorte  que  la  correspondance  puisse  être  donnée  par  un  poly- 
nôme de  degré  inférieur  à  ??i,  c'est  ce  polynôme  que  Ton  obtiendra 
d'après  la  règle  précédente.  Ainsi  le  polynôme  qui  fait  correspondre 
aux  nombres  1,  2,  3  les  nombres  0,  1,  2  est  le  binôme  a;—  i  ;  il 
est  aisé  d'ailleurs  de  le  vérilier  sur  la  formule 

(a,_^2)(a;-3)  {x-'S)[x-i)         {x-i){x-2)  _^       ^ 

^•(I-2)(i-3)"^       (2-3)(2-l)         (3-1X3-2) 

La  formule      f{x)  =  aik{x)  +  pB(a^)  -4- +  ÀL(a:)      qui   donne 

un  polynôme  f{x),  de  degré  au  plus  égal  à  w,  tel  que 

f(a)  =  oi,     f[0)  =  {'^ /(^)  =  >^ 

est  connue  sous  le  nom  de  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

IV.  —  Divisibilité  des  polynômes. 

13.  Nous  allons  maintenant  exposer  rapidement  comment  on  a  pu 
étendre,  aux  polynômes  entiers  en  x,  les  notions  correspondant  à  la 
décomposition  des  entiers  en  facteurs.  Dans  l'étude  des  entiers  po- 
sitifs on  a  remarqué  que  le  produit  de  deux  entiers  positifs  est  en- 
core un  entier  positif,  et  on  a  été  conduit  par  là  à  rechercher  si  tout 
entier  peut  être  regardé  comme  le  produit  de  deux  entiers.  La 
réponse  négative  k  cette  question  a  permis  de  séparer  en  deux 
classes  les  entiers  positifs  ;  dans  l'une  on  a  mis  les  nombres  qui 
n'admettent  d'autres  diviseurs  qu'eux-mêmes  et  l'unité  et  qu'on  a  ap- 
pelés nombres  p^emiers,  les  autres  ont  été  nommés  nombres  com^posés. 
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On  a  montré  que  tout  nombre  composé  peut  être  mis  et  d'une  seule 
manière  sous  forme  d'un  produit  de  nombres  premiers  et  on  a  fondé 
là-dessus  une  théorie  de  la  divisibilité  des  entiers. 

Il  suffit  d'observer  que  le  produit  de  deux  polynômes  entiers 
en  X  est  également  un  polynôme  entier  en  x  pour  être  amené  à  se 
poser  pour  les  polynômes  la  question  inverse  :  tout  polynôme  en- 
tier en  X  peut-il  se  ramener  à  un  produit  de  deux  polynômes?  Nous 
avons  vu  que  lorsqu'on  a  une  identité  en  a?  :  A  =  B.Q,  le  poly- 
nôme B  est  dit  diviseur  de  A  ;  on  va  montrer  qu'étant  donné  un 
polynôme  entier  f{x)  il  est  possible  de  reconnaître  si  ce  polynôme 
admet  des  diviseurs  et  dans  ce  cas  de  les  trouver  par  un  nombre 
limité  d'opérations. 

Supposons  le  polynôme  f{x)  de  degré  2n  ou  i2n  4-  1  ;  il  est 
clair  qu'il  suffira  de  trouver  tous  les  polynômes  de  degré  7i  au  plus 
qui  divisent  f{x)  ;  s'il  existe,  en  effet,  un  polynôme  de  degré  supé- 
rieur à  n  divisant  f{x),  il  s'obtiendra  en  divisant  f{x)  parle  produit 
de  polynômes  diviseurs  de  degré  inférieur  à  n. 

Soit  d'abord  un  polynôme  f{x)  à  coefficients  rationnels  ;  nous  pou- 
vons multiplier  ce  polynôme  par  un  entier  suffisamment  grand  pour 
que  tous  les  coefficients  deviennent  entiers  ;  si  on  suppose  que 
chaque  coefficient  est  une  fraction  irréductible,  il  suffira  de  mul- 
tiplier par  le  plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs.  On 
pourra  d'ailleurs  affirmer  qu'après  cette  opération,  les  divers  coeffi- 
cients de  f{x)  seront  sans  diviseur  commun  et  substituer  le  polynôme 
ainsi  obtenu  au  polynôme  donné. 
"    Si  l'on  a,  en  effet,  trouvé 


on  en  conclut 


k.f[X)  =  o{x).'^{x), 


'^   ^~    B       C 


sous  la  seule  condition  B.C  =  A,  A,  B,  C  étant  des  nombres  ra- 
tionnels quelconques. 

Nous  conviendrons  donc  de  rendre  le  polynôme  donné  f{x)  à  coef- 
ficients entiers  sans  diviseur  commun  et  de  n  appeler  diviseurs  de  f[x) 
que  les  diviseurs  du  polynôme  ainsi  modifié. 

A  l'égard  des  polynômes  entiers  en  x  dont  les  coefficients  sont  en- 
tiers, Gauss  a  établi  la  proposition  suivante  :  si  un  polynôme  à  coef- 
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ficients  entiers  est  décomposablè  en  un  produit  de  deux  polynômes,  ces 
polynômes  sont  aussi  à  coej^cients  entiers. 

Remarquons  d'abord  que  si  o[x)  et  ^[x)  sont  des  polynômes  à 
coefficients  entiers,  dans  chacun  desquels  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  coefficients  est  lunité,  il  en  est  de  même  du  produit 
^[x).^{x).  11  suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  que  tout  nombre 
premier  -p  qui  divise  tous  les  coefficients  du  produit  divise  aussi 
tous  les  coefficients  d'un  des  facteurs. 

Or  nous  pouvons  toujours  écrire  o[x)  et  'l{x)  sous  la  forme 

cp(as-)  ^  p^i[x)  -h  o^[x), 

^{x)  =  p'\,[x)+H^\ 

oi,  92,  '^1,  -i^s  étant  des  polynômes  à  coeflicients  entiers  dont  certains 

peuvent  être  identiquement  nuls  et  aucun  coefficient  de  ç,  ni  de  4;, 

n'étant  divisible  par  p. 

Mais  on  a  identiquement 

[o  —  p.  ^iji  «i^  —  p .  '^il  =  02 .  '^2  ; 

il  en  résulte  que  le  second  membre  de  cette  identité  est  divisible 
par  p.  Cela  est  manifestement  impossible  sans  que  l'un  des  polynômes 
0,  et  ^2  se  réduise  à  zéro.  En  effet,  le  terme  de  plus  haut  degré  du 
produit  cp2.'|2  n'est  certainement  pas  divisible  par  p  d'après  l'hypo- 
thèse môme  faite  sur  les  coefficients  de  ©2  et  t^s-  f>onc  l'un  des  po- 
lynômes cp,,  tl>2  se  réduit  à  zéro  et  le  polynôme  «,  ^  correspondant 
a  ses  coefficients  divisibles  par  p. 

La  proposition  de  Gauss  est  maintenant  immédiate.  Soit  f{x)  un 
polynôme  à  coefficients  entiers  qui  est  le  produit  de  deux  polynômes 
o{x)  et  ^{x)  h  coefficients  rationnels;  en  multipliant , par  le  plus 
petit  multiple  commun  des  dénominateurs  on  peut  écrire 
X.f{x)  =  l^.o,(x).'^,{x), 

A  et  B  étant  des  entiers,  o,  et  ^,  étant  des  polynômes  dont  les 
coefficients  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun.  Le  plus  grand 
diviseur  commun  aux  coefficients  du  second  membre  développé  est 
donc  B  ;  il  en  résulte  que  A  divise  B,  et  si  l'on  pose 

B==  A.C, 

on  aura  ^      ,  ,   ,  ,  ^ 

f{x)  =  C.o,(x).'^,{x), 
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ce  qui  démontre  la  proposition  de  Gauss.  Le  nombre  G  est  d'ailleurs 
le  plus  grand  diviseur  commun  aux  coefficients  de  f{x). 

14.  Nous  avons  appris  ainsi  qu'étant  donné  un  polynôme  f{x)  dont 
les  coefficients  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun,  il  suffit  de 
rechercher  les  diviseurs  de  f{x)  'parmi  les  polynômes  dont  les  coefficients 
possèdent  la  même  propriété. 

Soit  donc  maintenant 

f{x)  -  g[x).h{x), 

g  ei  h  étant  à  coefficients  entiers;  on  aura,  quel  que  soit  l'entier  r/, 

f{a)  =  g{a).h{a), 
ce  qui  montre  que  l'entier  g  [a]  est  nécessairement  diviseur  de  f{a)', 
il  existe  donc  pour  g  {a)  un  nombre  limité  de  valeurs  possibles. 

Donnons-nous  le  degré  de  g{x),  pris  comme  on  l'a  remarqué  plus 
haut  parmi  les  nombres  1,2,  . . . ,  ri  ;  soit  p  ce  degré.  Le  polynôme 
g  [x)  sera  complètement  déterminé  si  l'on  connaît  les  entiers  qu'il  fait 
correspondre  à  (p  +  l)  entiers  quelconques  cf,  ô, ..., /t.  Les  nombres 
g{a)^  g(b),  ...^g{k)  sont  respectivement  des  diviseurs  positifs  ou 
négatifs  des  nombres  f{a),  f{b),  . . .,  f{k]. 

Il  suffit  donc  de  combiner  les  diviseurs  de  /'(a),  f[b)^  ...,  /(A-)  entre 
eux  de  toutes  les  manières  possibles  en  prenant  un  diviseur  et  un 
seul  de  chacun  de  ces  nombres  et  de  former  les  polynômes  de  degré 
p  qui  pour  a,  b,  . . .,  l  deviennent  égaux  à  ces  diviseurs.  On  obtien- 
dra ainsi  un  nombre  limité  de  polynômes  qu'il  suffira  d'essayer 
pour  trouver,  s'il  en  existe,  les  diviseurs  de  degré  p  de  f[x).  Il  est 
clair  qu'il  y  aura  tout  avantage  à  choisir  les  nombres  a,  6,  ...,  A^  de 
façon  que  les  entiers  /"(a),  f[b)^ ...,  f[k)  aient  aussi  peu  de  diviseurs 
que  possible.  En  cherchant  successivement  les  diviseurs  du  premier 
degré,  puis  du  second,  du  troisième,  etc.,  on  sera  assuré  de  ne 
jamais  faire  d'opération  inutile.  Il  faut  remarquer  qu'un  diviseur 
étant  trouvé,  il  est  nécessaire  de  s'assurer  s'il  n'est  pas  diviseur 
multiple  de  f[x)^  c'est-à-dire  si  le  quotient  de  f[x)  par  ce  diviseur 
est  encore  ou  non  divisible  par  le  môme  diviseur.  Dans  le  cas  où 
cela  se  présente,  il  faut  avant  de  chercher  de  nouveaux  diviseurs 
débarrasser  f{x)  complètement  de  ce  diviseur  multiple. 

Enfin  il  est  inutile  de  s'occuper  des  polynômes  que  l'on  obtient 
par  la  formule  de  Lagrange  lorsque  leurs  coefficients  ne  sont  pas 
entiers. 


^50  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE 

Soit  par  exemple  à  étudier  le  polynôme  a?^  +  a?^  —  ar  -f-  2  au 
point  de  vue  de  sa  décomposition  en  facteurs.  11  suffit  de  chercher 
ses  diviseurs  du  premier  degré.  Nous  avons,  en  prenant  pour 
nombres   r/,  ^,  ...,  A*  les  nombres   0  et  1, 

m  =  2. 

Al) -3, 

ce  qui  donne  pour  ^(0)  et  ^(1)  les  systèmes 

^(1)  =  ±:1,  ±3. 
On  peut  évidemment  se  borner  à  considérer  les  diviseurs,  abstrac- 
tion faite  de  leur  signe,  c'est-à-dire  seulement  les  huit  combinaisons 


gy^) 

^(i) 

1 

1 

1 

—1 

1 

3 

1 

—3 

.9(0) 

g[^) 

2 

1 

2 

—1 

2 

3 

2 

—3 

D'ailleurs  comme    on  a  ici     A  (a?) 
binômes  obtenus  sont  respectivement 


\  —X     et     B(.t)  =  X,     les 


X 


et 


?,     \—x  —  x, 
2  — 2^H-T,     2  —  2.7;— iT,     2  — 2i: 


3^, 
-3x. 


{—X- 

9  —%x 


3x 
-3x. 


Parmi  ces  binômes  on  peut  écarter  a  priori  ceux  qui  ne  renferment 
pas  X  et  ceux  pour  lesquels  le  coefficient  de  x  est  autre  que  ±  1, 
car  il  résulte  des  règles  de  la  multiplication  des  polynômes  que  le 
coelïicient  de  x^   dans  f{x)   doit  être  divisible  par  celui  de   x   dans 

Il  reste  donc  à  essayer  seulement  les  lieux  bmomes  2  —  .t  et 
2H-ar,  et  Ton  voit  aisément  que  2+ a?  convient  seul.  En 
effectuant  la  division  on  a  donc 

x^-{-x^  —  x-\-2  =  (a-4-2).(a?'  — a:-f-i), 

et  la  décomposition  est  terminée  puisque     x-+-^     ne  divise  pas 

x^  —  X  -h  i- 

Ajoutons  que  la  méthode  précédente  est  loin  d'être  la  plus  simple 
lorsqu'on  se  borne  à  rechercher  les   diviseurs  du  premier  degré    du 
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polynôme  f[x).  Habituellement  on  opère  de  la  manière  suivante  :  Si 

run  des  diviseurs  est    qx  -  /),     on  aura     f\-J  =  0,      c'est-à-dire 

a/)'"  -\-  bj)'"~^q  +  ...  +  /^'^  =:  0, 

d'où  il  résulte  que  p  divise  /  et  q  divise  a,  en  supposant  bien 
entendu  p  ei  q  sans  diviseur  commun. 

Il  suffit  par  conséquent  d'essayer  les  binômes  qx  —  p,  où  q  est 
un  diviseur  de  Qft  et  p  un  diviseur  de  /. 

Nous  venons  d'établir  que  par  un  nombre  limité  d'opérations  il  est 
possible  de  trouver  tous  les  polynômes  de  degré  donné  p  qui  divisent 
un  polynôme  f{x);  lorsqu'on  a  procédé  méthodiquement  en  cher- 
chant  d'abord  les  diviseurs  du  premier  degré,  puis  ceux  du  second, 
etc.,  on  peut  aflirm(ir  que  les  polynômes  trouvés  n'admettent  aucun 
diviseur.  En  effet,  un  diviseur  du  second  degré,  par  exemple,  ne 
pourrait  admettre  qu'un  diviseur  du  premier  degré  et  on  les  a  tous 
obtenus  et  supprimés  dans  f{x)  lorsqu'on  cherche  les  diviseurs  du 
second  degré. 

On  peut  donc  écrire  une  décomposition  de  f{x)  absolument 
analogue  à  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en  facteurs 
premiers 

Les  polynômes  g,  h,  ...  /,  qui  n'admettent  aucun  diviseur,  sont  dits 
irréductibles;  ils  jouent  manifestement  le  rôle  que  jouent  les 
nombres  premiers  en  Arithmétique. 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  existe  des  polynômes  irréductibles  de 
degré  quelconque,  le  binôme  as"  -h  2  où  n  est  quelconque  en  est 
évidemment  un;  il  en  est  de  même  de  x^-^  +  0?^^-^+  ...  +  a?  -i-  1 
lorsque  p  est  un  nombre  premier;  nous  le  démontrerons  plus  loin. 

15.  Tout  polynôme  entier  en  x,  àcoelïicients  entiers  sans  diviseur 
commun,  est  irréductible  ou  décomposable  en  un  produit  de  poly- 
nômes irréductibles  dont  les  coefficients  possèdent  la  même 
propriété.  Il  reste  à  prouver  qu'wne  telle  décomposition  nest  possible 
que  d\ine  seule  manière,  et  pour  cela  nous  sommes  obligés  de  faire 
appel  à  l'algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur  étendu  aux 
polynômes.  L'existence  de  l'algorithme  d'Euclide  pour  les  polynômes 
est  une  simple  conséquence  de  l'existence  de  l'identité  de  la  division 
A  =  B.Q-4-R. 
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Supposons  A  et  B  à  coefficients  entiers,  ce  qu'il  est  toujours  per- 
mis de  faire  ;  on  peut  remarquer  d'abord  qu'il  suffit  de  mulliplier  A 
par  un  entier  convenable,  le  coefficient  du  premier  terme  de  B 
élevé  à  une  certaine  puissance,  pour  n'introduire  dans  Q  et  dans  R 
que  des  nombres  entiers. 

Si  Ton  écrit  alors  aA  =  B.Q  h-  R,  on  peut  en  conclure  que  les 
diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs 
communs  à  B  et  à  R.  En  continuant  à  déterminer  les  polynômes 
Ri,  Ro, qui  vérifient  les  identités 

aiB  =  R.Qi  +  Ri, 
aoR^-  R,.0,4-R2, 


dans  lesquelles  a,-  est  une  puissance  du  coefficient  du  premier  terme 
de  R;_i,  on  parvient  soit  à  un  reste  R„  nul,  soit  à  un  reste  R„  qui 
est  un  nombre  entier  autre  que  zéro. 

Dans  le  premier  cas  les  diviseurs  communs  à  A  et  à  B  sont  les 
mêmes  que  les  diviseurs  de  Rn-i,  on  dit  que  R„_i  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B  ;  dans  le  second  cas, 
A  et  B  n  ont  aucun  diviseur  commun,  on  dit  qu'ils  sont  premiers 
entre  eux. 

La  suite  des  identités  qu'on  vient  d'écrire  devient  manifestement, 
lorsqu'on  remplace  A  et  B  par  A. M  et  B.M,  M  étant  un  polynôme 
quelconque  à  coefficients  entiers  : 

«iB.M  =  R.M.Qi  +  Rj.M, 
a^R.M  =  R,.M.Qi  +  R2.M, 


d'où  il  résulte  que  :  1°  Si  A  et  B  ont  pour  plus  grand  commun  divi- 
seur  D,  AM  et  BM  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  DM  ; 

2°  Si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  A. M  et  B.M  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  M. 

Cela  va  nous  permettre  de  démontrer  la  proposition  suivante,  qui 
est  fondamentale  dans  cette  théorie  :  Un  polynôme  irréductible  C 
qui  divise  le  produit  A.B  de  deux  polynômes  X  et  B  divise  nécessaire- 
ment iun  d'eux. 
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Supposons  en  effet  que  C  ne  divise  pas  A,  il  sera  premier  avec  A 
puisqu'ils  ne  peuvent  avoir  de  diviseur  commun  autre  que  C;  le 
plus  grand  commun  diviseur  à  C.B  et  à  A.B  sera  par  conséquent  B. 
Tl  suit  de  là  que  C,  qui  divise  C.B  et  A.B,  est  un  diviseur  de  leur, 
plus  grand  commun  diviseur  B.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  déduit  immédiatement  de  ce  théorème  que  lorsqu'un  polynôme 
irréductible  divise  un  produit  de  polynômes  irréductibles,  il  est 
identique  à  Fun  d'eux.  D'une  manière  générale  pour  que  le  poly- 
nôme f{x)  soit  un  diviseur  de  F  (a;),  il  faut  et  il  suffit  que  f(x) 
ne  renferme  que  des  facteurs  irréductibles  de  F(.t)  affectés  d'un 
exposant  au  plus  égal  à  celui  qu'ils  ont  dans  F(a?). 

Si  Ton  avait  par  conséquent  deux  décompositions  de  f[x)  en  fac- 
teurs irréductibles,  chacune  d'elles  devrait  diviser  l'autre  et  par 
suite  elles  renfermeraient  les  mêmes  facteurs  à  la  même  puissance, 
c'est-à-dire  seraient  identiques.  On  peut  donc  affirmer  que  la 
décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  irréductibles  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière.  Nous  avons  donné  le  moyen  de 
trouver  une  décomposition,  il  est  par  conséquent  inutile  d'en  cher- 
cher d'autres. 


V.  —  Polynômes  à  plusieurs  variables. 

16.  Les  propositions  précédentes  sur  les  polynômes  à  une  variable 
X  s'étendent  naturellement  aux  polynômes  à  plusieurs  variables 
a?i,  072,  . . .,  Xn,  c'est-à-dire  aux  expressions  qui  sont  la  somme  d'un 
nombre  limité  de  termes  : 

A.a?î.a;'§ Xn, 

A  désignant  un  nombre  rationnel,  a,  p,  ...,  X  des  entiers  positifs 
et  a^i,  379,  . . .,  Xn^  des  nombres  rationnels  indéterminés.  C'est  tou- 
jours dans  ce  sens  de  symboles  connus  dont  on  ne  fixe  pas  la  déter- 
mination, que  nous  emploierons  le  mot  variables. 

On  peut  évidemment,  comme  pour  les  polynômes  à  une  variable  x, 
se  borner  ici  à  l'étude  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  Nous 
allons  seulement  mettre  en  évidence  la  possibilité  d'une  décompo- 
sition, par  un  nombre  fini  d'essais,  d'un  polynôme  à  n  variables 
a?i,  ...,  Xn  en  un  produit  de  polynômes  irréductibles. 
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Le  problème  qui  consiste  à  trouver  les  diviseurs  de  /"(.r,,  x., ...,  œ„) 
se  ramène  par  un  artifice  ingénieux  dû  à  Kronccker,  au  problème 
analogue,  déjà  résolu,  pour  les  polynômes  à  une  seule  variable. 

Désignons  par  g  un  entier  positif  qui  surpasse  Texposant  le  plus 
élevé  de  cbacunc  d(^s  variables  a?i,  x.,,  ...,  x,,  dans  /"(x,,  .  .  .,  x,J.  11 
est  clair  que  si  f{xi,  ...,  x„)  est  décomposable  en  facteurs,  g  dé- 
passera aussi  le  plus  grand  des  exposants  de  a?i,  ...,  Xn  dans  cbacun 
de  ces  facteurs. 

Posons  alors 

Xi  —  .T,      .r,  =  •t'^,     x-i  =  ,x-^',  ...     Xn  =  x^'"     ' 

en  désignant  par  x  une  nouvelle  indéterminée,  ce  qui  revient  à  con- 
sidérer le  cas  où  les  nombres  rationnels  x^,  x^,  ...,  Xn  au  lieu  d'être 
absolument  arbitraires  sont  toujours  des  fondions  déterminées  de  l'un 
d'entre  eux.  On  voit  aisément  que  si  f{xi,  ...,  Xn)  est  décomposable 
lorsque  Xi,  ...,  Xn  ne  sont  pas  liés  entre  eux,  il  en  sera  de  même  du 
polynôme  ¥{x)  que  Ton  fait  ainsi  correspondre  à  /". 

A  tout  monôme  tel  que    A.f?!  ...  xf,-    correspond  dans  le  polynôme 

¥{x)   le  monôme      A.r^r^^:!i/+V' ^ ^^u^"',      dans  lequel   on  peut 

considérer  l'exposant  de  x  comme  le  nombre 

supposé  écrit  dans  le  système  de  numération  dé  base  g.  Cela  résulte 
de  rbypothèse  que  les  exposants  a,„  ...,  a^  sont  tous  inférieurs  à  g. 

D'ailleurs  la  correspondance  ainsi  établie  estunivoque,  c'est-à-dire 
qu'aux  termes  différents  de  f{xi,  ...,  ^,,)  correspondent  dans  F(;r)  des 
termes  de  degrés  diflérents.  //  n'y  a  donc,  après  la  transformation, 
aucune  réduction  possible  des  termes  de  F{x)  entre  eux. 

Nous  savons  qu'à  toute  égalité 

/■(x,,  ...,  x„)  =  g{xu  ...,x„).h{Xi,  ...,  x„) 

correspond  une  égalité 

F(.r)  =  G(.rj.H(.T). 

G  et  H  désignant  les  transformées  respectives  de  g  et  h.  Il  suffit 
donc  pour  savoir  si  f  admet  ou  non  des  diviseurs,  de  cbercher  les 
diviseurs  irréductibles  G{x)  de  F(.t),   d'écrire  pour  cbacun  d'eux 

l'identité  en  x 

¥(t)  =  G{x).U{x) 

et  de  transformer  cette  identité  par  la  substitution  inverse,  ce  qui 
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donne 

/"(.T,,  .To,    ...,   Xn)    =   gi-Ti,  ^2,   ...,  Xrr)./l{Xu  •..,  •^»). 

Si  l'on  obtient  ainsi  une  identité  en  Xi^  x^^  ...,  a^„,  on  peut  aflirnicr 
que  g{x^,  ...,  r,,)  est  bien  un  diviseur  irréductible  de  /"(.Ti,  ...,  x,^.  Si 
/i(a^i,  ...,  Xj^  n'est  pas  divisible  par  ^(-x'i,  ...,  .t„),  on  opérera  sur 
h{x^,  ...,  a'n)  comme  on  a  opéré  sur  /(ri,  ...,  a?^);  on  parviendra  ainsi 
par  un  nombre  limité  d'essais  à  la  décomposition  de  f{x^^  ...,  x^^ 
en  facteurs  irréductibles  où  l'on  reconnaîtra  l'absence  de  toute 
décomposition. 

Supposons  que  dans  un  polynôme  à  plusieurs  variables  a7i,a?2,  ...,^n 
on  porte  spécialement  l'attention  sur  l'une  d'elles  ti,  qu'on 
appellera  a?,  les  autres  étant  considérées  comme  des  nombres 
rationnels  indéterminés  «,  />,  ...,  /.  Nous  pouvons  toujours  suppo- 
ser que  dans  le  polynôme  /"(.r,  a,  ^,  .  .  . ,  /)  les  coelticients  des  diver- 
ses puissances  de  x  sont  des  polynômes  en  a^  b^  .  .  .J  sans  divi- 
seur commun  et  à  coefficients  entiers.  S'il  n'existe  alors  aucune 
identité  de  la  forme 

f[x,  a,  b,  ..  .,l)  =  g{x,  a,  0,  .  .    ,  /) . /<(x,  a,  b,  .  .    ,  /) 

dans  laquelle  g  et  h  sont  des  polynômes  en  a?,  a,  ft,  . .  , ,  /,  on 
dira  que  le  polynôme  en  x  f\x,  a,  b,  ...,/)  est  irréductible  dans  le 
domaine  dHnlégrité     [a,  ^,  .  .  . ,  /]  (*). 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  propositions  établies  sur  l'existence 
des  polynômes  irréductibles  à  une  variable  x,  la  décomposition 
unique  d'un  polynôme  en  facteurs  irréductibles,  etc.,  s'étendent 
aux  polynômes  à  plusieurs  variables  et  par  suite  aux  polynômes 
Qii  X,  a^  b,  ...,  /  dont  on  vient  de  parler;  nous  n'y  insisterons 
pas  davantage. 

Terminons  en  observant  qu'on  peut,  en  suivant  la  marche  indi- 
quée dans  le  cas  d'une  seule  variable,  introduire  des  symboles  X 


(*)  On  désigne  sons  le  nom  de  domaine  d'intégrité  [a,  h,  ...,/]  l'ensemble  des 
polynômes  entiers  à  coefficients  entiers  des  lettres  a,  b,  ...,l  ;  un  polynôme  est 
par  conséquent  irréductible  dans  un  domaine  d'intégrité  lorsqu'il  n'est  pas  le  pro- 
duit de  deux  polynômes  dont  les  coefficients  appartiennent  cà.  ce  domaine. 

Cette  définition  de  Tirréductibilité  concorde  manifestement  avec  la  définition 
donnée  pour  un  polynôme  <à  une  variable  ;  dans  cette  dernière  le  domaine  d'intégrité 
est  remplacé  par  l'ensemble  des  nombres  entiers, 
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définis  par  des  relations  de  la  forme 

f[x,,x,,  ...,Xn).\  ^  g[x,,x,,  ...,T,), 

dans  laquelle  f  ai  g  sont  des  polynômes  et  qu'on  appelle  fractions 

ra^^■on»e//es  des  variables  x,,  a?,,  ...,Xn.  Onles  représente  par  le  signe 

^(a-i,a-2,...,.r,,) 

jr—— — .  et  il  est  bien  clair  que  leurs  propriétés  sont  analogues 

à  celles  des  fractions  ordinaires  et  s'établissent  de  même  lorsqu'on 
suppose  qu'ils  possèdent  avec  les  polynômes  deux  modes  de  com- 
position :  addition  et  multiplication,  suivant  les  mêmes  lois  que  les 
modes  correspondants  pour  les  entiers  positifs. 


CHAPITRE  II 
LES  NOMBRES  ALGÉBRIQUES 


I.  —  Définition 


17.  Considérons  un  polynôme  entier  en  x  à  coefficients  ration- 
nels, 

f[x)  =  a^x"  -h  a^x''~^  4-  ...  +  a„; 

nous  savons  qu'à  tout  nombre  rationnel  x^,  le  polynôme  fait  corres- 
pondre un  nombre  rationnel  bien  déterminé  f{x^). 

Nous  avons  déjà  fait  observer  que  le  nombre  f{x^)  ainsi  obtenu 
n'est  pas  un  nombre  rationnel  quelconque,  c'est-à-dire  qu'étant 
donné  un  nombre  rationnel  ?/„  il  n'existe  pas  nécessairement  de 
nombre  rationnel  x^^   tel  que  l'on  ait  l'égalité 

î/o  =  /"(^o)- 

Il  est  aisé  de  reconnaître,  lorsqu'on  donne  le  nombre  ?/o,  si  une 
telle  égalité  peut  avoir  lieu.  Considérons  à  cet  eilet  le  polynôme 
entier  f[x)  —  y^  ;  s'il  existe  un  nombre  rationnel  x^  qui  vérifie 
l'égalité  f{x^)=yQ^  ce  nombre  annule  le  polynôme  f{x)—yQ, 
et  réciproquement.  On  est  donc  amené  à  rechercher  les  nombres 
rationnels  qui,  mis  à  la  place  de  a?,  annulent  le  polynôme   f{x)—y^. 

Remarquons  immédiatement  qu'il  suffira  de  considérer  au  lieu  de 

f{^)  —  ?/oi     tout  polynôme   à  cocfilcients    entiers  qu'on   peut  en 

déduire  en  multipliant  cette   expression  par  un  entier  convenable 

et,  en  particulier,  celui  de  ces  polynômes  dont  tous  les  coefficients 

sont  des   entiers  sans  diviseur  commun. 

Soit  donc    ¥{x)  un  polynôme  entier  satisfaisant  à  cette  condition; 
.    b  /^s 

SI  -  est  un  nombre   rationnel   tel   que  l'on   ait    f(-)  =0      le 

'ufivbîisitt: 
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polynôme  F{x)  est  divisible  par     ax  —  6  ;     inversement,  si  Ton  a 

F{x)  =  iax  —  b)G{x), 

le  polynôme  F  (a)  s'annule  pour     x  =:  -  .     On  conclut  de  là  que 

tout  polynôme  entier  qui  admet  des  diviseurs  du  premier  degré^  peut 
représenter  le  nombre  zéro  pour  des  déterminations  rationnelles  de  la 
variable.  11  existe  autant  de  représentations  qu'il  existe  de  diviseurs 
du  premier  degré  différents. 

Si,  au  contraire,  un  polynôme  entier  n'admet  pas  de  diviseurs  du 
premier  degré,  il  n'existe  pas  de  nombre  rationnel  qui  annule  le 
polynôme. 

Cette  remarque  nous  amène  à  étendre  de  nouveau  l'ensemble  des 
symboles  sur  lesquels  nous  raisonnons,  et  nous  allons  le  faire  en 
suivant  absolument  la  méthode  employée  pour  l'introduction  des 
nombres  rationnels. 

18.  Considérons  un  polynôme  entier  en  x  à  coefficients  ration- 
nels, f{x),  irréductible  au  sens  que  nous  avons  adopté  plus  haut. 
Il  n'existe  aucun  nombre  rationnel  qui,  mis  k  la  place  de  x,  vérilie 
la  relation  f{x)  —  0  lorsque,  comme  nous  le  supposons  natu- 
rellement, le  degré  n  de  f{x)  est  différent  de  l'unité. 

iS'ous  allons  ajouter  à  l'ensemble  des  nombres  rationnels  des 
symboles  nouveaux  qui,  par  définition,  vérifieront  cette  relation.  Il 
est  évidemment  nécessaire,  pour  que  cela  ail  un  sens,  que  nous 
ayons  défini  pour  ces  symboles  des  opérations  que  nous  appel- 
lerons addition  et  multiplication  et  qui  conduisent  d'une  manière 
unique  et  déterminée  au  polynôme  f{x)  lorsqu'on  donne  x.  Il  nous 
faut  donc  définir  deux  modes  de  composition  de  ces  symboles  entre 
eux  et  avec  les  nombres  rationnels;  nous  pouvons  d'ailleurs,  au  point 
de  vue  logique,  faire  cela  d'une  manière  arbitraire.  Nous  nous  attache- 
rons, pour  la  simplicité  des  résultats,  à  conserver  à  ces  deux  modes 
de  composition  les  propriétés  fondamentales  de  l'addition  et  de  la 
multiplication  qu'on  a  trouvées  pour  les  nombres  entiers. 

Ainsi  l'ensemble  des  nouveaux  symboles  et  des  anciens  sera  tel 
que  : 

1«  De  deux  d'entre  eux  on  puisse  déduire  un  troisième  d'une 
manière  unique,  la  composition  ainsi  définie  possédant  les  quatre 
propriétés  fondamentales  de  l'addition  ; 
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2"  De  deux  d'entre  eux,  par  un  second  mode  de  composition,  on 
puisse  déduire  un  troisième  symbole,  la  composition  possédant  les 
cinq  propriétés  fondamentales  de  la  multiplication. 

Enfin  on  conservera  la  manière  d'écrire  employée  pour  l'addition 
et  la  multiplication  des  entiers. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  pouvons  remarquer  que  la  propriété 
distributivc  de  la  multiplication  permet  d'écrire 

x.{y  +  0)  =  x.y  M-  a'.O, 

X  et  y  étant  deux  quelconques  de  nos  symboles  ;  et  comme  l'on  a 
?/  4-  0  =  y,  il  en  résulte  a;.0  =  0  ;  donc  le  produit  d'un  quel- 
conque des  nouveaux  symboles  par  zéro  sera  zéro.  La  propriété  com- 
mutative  de  la  multiplication  montre  qu'on  a  également  O.o?  =  0. 
Si  maintenant  nous  considérons  les  produits  x.O  et  a-.?/,  en  sup- 
posant X  ditïerent  de  zéro,  on  peut  conclure  de  la  cinquième 
propriété  fondamentale  de  la  multiplication  que  lorsque  y  est 
différent  de  zéro,  le  produit  x.y  n'est  pas  zéro.  Il  résulte  de  là 
qu'wn  produit  de  deux  symboles  n'est  nul  que  si  l'un  des  symboles  est 
nul.  C'est  là  une  importante  proposition  dont  nous  aurons  bientôt  à 
nous  servir. 

19.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  défini  les  symboles  que  nous 
voulons  introduire,  nous  n'avons  défini  que  leurs  modes  de  compo- 
sition. Ce  que  nous  avons  dit  prouve  qu'il  sera  possible,  lorsque  les 
symboles  seront  définis,  de  définir  d'une  manière  précise  ce  que 
c'est  qu'un  polynôme  ou  une  fraction  rationnelle  dont  les  élé- 
ments :  coefficients  ou  variables,  sont  ces  nouveaux  symboles. 

Désignons  maintenant  par  Xi  un  symbole  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes  et  vérifiant  la  relation  /{xi)  =  0.  Nous  pouvons 
conclure  de  là  que  f{x)  est  divisible  par  [x  —  Xi),  c'est-à-dire 
qu'il  existe  une  identité  en  x  telle  que  : 

f{x)  —  {x  —  x,)fi{x,  a?i), 

f^{x^  Xi)  étant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n —-  I  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  Xi.  En  effet,  la  tbéorie 
de  la  divisibilité  d'un  polynôme  par  x  —  a  repose  sur  l'exis- 
tence d'une  identité,  ♦ 

A  =  BQ  +  R, 

lorsque  A  est  un  polynôme  de  degré  supérieur  à  B.  Cette  identité 
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peut  être  écrite  ici,  dVaprès  les  hypothèses  faites  sur  x^,  et  donnera 

f{x)  =  (x  —  Xi)fi{x,  xr)  4-  f{xi)  ; 

comme  nous  supposons  par  définition    f(xi)  =  0,     il  en  résulte 

f[x)  =  {x  —  x,)f,{x,x,). 

Lorsquon  a  introduit,  dans  le  calcul,  les  nombres  rationnels  par 

une  relation 

a.x  —  1  =0, 

les  propriétés  fondamentales  de  la  multiplication  ont  permis  d'éta- 
blir l'existence  d'un  seul  symbole  possédant  les  modes  de  compo- 
sition indiqués  et  tel  que  a.x—\=  0.  Il  n'en  est  plus  de  môme 
ici;  nous  allons  voir,  en  effet,  qu  i/  existe  n  symboles  possédant  les 
modes  de  composition  ci-dessus  désignés  et  vérifiant  la  relation 
f[x)  —  0,  de  sorte  qu'on  est  conduit  à  ajouter  simultanément  ces 
n  symboles  à  l'ensemble  des  nombres  rationnels. 

Soit,  en  effet,  x.  un  symbole  tel  que  l'on  ait    f[x^):=^\     l'iden- 
tité en  .T  ^ . ,         X 
f[x)  -  [x  —  x,)f,[x,  X,) 

donnera 

f[x^)  =  [x,  —  x,)f,[x.,  x,)\ 

on  voit  qu'il  n'en  résulte  pas  nécessairement  x.  —  x^=i)\  si  l'on 
suppose,  par  conséquent,  x.  différent  de  x^,  on  aura 

^(iCo,  Xi)  —  0. 
Le  symbole  x.  annule  donc  le  polynôme  f,{x,  x,),  autrement  dit 
de  l'identité  en  x 

f,[x,  X,)  =  [x  —  x.;)f.Ax,  X,,  x,)^f,{x,,  .Ti), 

que  l'on  peut  toujours  écrire,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  x^  et 
.T2,  et  où  f.2  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  '  (n  —  2),  à 
coefficients  entiers  en  x^  et  x,,  on  peut  dpduire 

f,{x,  Xi)  =  {x  —  x,)f.2{x,  X,,  X,), 

Xi  et  x.  ayant  la  signification  supposée. 

En  continuant  ainsi,  on  mettra  f{x)  sous  la  forme 

f{x)  =  {x  —  Xi)[x  -  X2)...{x  —  x„), 

.r„  0^2, ... ,  xn  étant  des  symboles  différents,  c'est-à-dire  que  dans  le 
calcul  on  devra  regarder  les  différences  Xi-x,  comme  diffé- 
rentes de  zéro. 
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Nous  supposons  bien  entendu  que  le  coefficient  de  a?'*  dans  f{x) 
a  été  ramené  à  être  l'unité,  sans  quoi  il  aurait  fallu  introduire  dans 
le  second  membre  un  facteur  égal  à  ce  coefficient. 

Je  dis  qu'i/  n  existe  'plus  d'autre  symbole  Xj,  possédant  les  propriétés 
indiquées  et  tel  que  Ion  ait  f{xp)=0.  On  déduirait  en  effet  de  cette 
relation 

{Xj,  —  Xi){Xj,  —  X2)...  [Xj,  —  Xn)    =  0, 

et  comme  le  produit  d'un  certain  nombre  de  nos  symboles  n'est  nul 
que  si  l'un  d'eux  est  égal  h  zéro,  il  en  résulte  que  x^  est  Tun 
des  symboles  déjà  introduits. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  considérer  simultanément  n  sym- 
boles a?i,  a'o, . . . ,  0?,,  possédant  les  propriétés  indiquées  et  vérifiant 
la  relation    f{x)  —  0    ou  les  équations  successives 

X2  —  Xi 

^''"-"■^-^''"-'"■'  =  /-.fe,.....)  =  0.     etc.    . 

Xi  X-2 

Ajoutons  qu'on  peut  encore  regarder  Xi,  x,,  ...,  x^  comme 
définis  par  l'identité  en  x 

f[x)  =:   [X X^){X  Xi).  .  .[X  X,i)  ; 

si  nous  posons,  par  exemple, 

f[x)   —   X''  —  /9i.Z"-'  H-  p2-^""~^  •  •  •   =b  Pn  , 

l'identification  donnera  entre  les  symboles  a^i,  ^2,  •  •  -,  Xn  les  rela- 
tions 

a:,  +  J?2H -^  Xn  =  Pi, 

TiX2  H -i-Xn-iXn   =   P2, 


X[X-2 Xj^   —   Pn- 

Ces  relations  sont  équivalentes  aux  relations 

f{x,)  =  0^  fiixo,  Xi)  =  0,  fiix'i,  X2,  Xi)  =  0,     etc., 

c'est-à-dire  que  les  unes  sont  des  conséquences  nécessaires  des 
autres  et  réciproquement.  Il  serait  aisé  de  le  vérifier;  nous  y  revien- 
drons plus  loin. 

THÉORIE    DES    NOMBRES  11 
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Nous  avons  maintenant  à  développer  les  conséquences  logiques 
des  hypothèses  faites  sur  les  symboles  x^,  Xo,  ...,  x„,  c'est-à- 
dire  à  constituer  le  calcul  de  ces  symboles  tel  qu'il  résulte  de  ces 
hypothèses.  Il  résultera  clairement  de  ce  calcul  que  les  hypothèses 
qu'on  a  faites  sur  a:,,  a?,,  . . . ,  a?„  ne  sont  pas  contradictoires,  c'est-à- 
dire  qu'il  est  effectivement  possible  de  défmir  logiquement  des  sym- 
boles a?!,  X2,  ...  07^  autres  que  les  nombres  rationnels,  possédant  avec 
ces  derniers  deux  modes  de  composition  :  addition  et  multiplication, 
qui  suivent  les  mêmes  lois  que  ces  modes  dans  le  calcul  des  entiers, 
et  qui  vérilient  en  outre  les  relations 

f{x,)  =  0,       /;  [x,,  x,)  =  i),    

écrites  plus  haut. 

Mais,  alors  que  le  développement  des  hypothèses  faites  sur  les 
symboles  qu'on  a  appelés  «  entiers  négatifs  »  et  «  nombres  rationnels  » 
résulte  immédiatement  des  propriétés  bien  connues  des  nombres 
entiers  positifs,  celui  des  hypothèses  faites  sur  ii*,,  a-o,  . .  ,  Xn  exige 
une  étude  plus  approfondie  des  propriétés  des  polynômes  à  une  et  à 
plusieurs  variables.  Cette  étude  constituera  le  chapitre  suivant  et 
ce  n'est  que  dans  un  chapitre  ultérieur  que  l'on  montrera  d'une 
part,  qu'il  est  possible  de  déduire  toutes  les  conséquences  néces- 
saires des  relations  qui  servent  à  défmir  a?i,  a^a,  •  •  • ,  ^n  d'un  nom- 
bre limité  d'entre  elles,  n'impliquant  manifestement  pas  de  contra- 
diction, et,  d'autre  part,  qu'à  des  questions  de  notation  près, 
provenant  de  ce  qu'on  n'a  pu  désigner  les  symboles  qui  annulent 
f  [x)  par  0^1,  X2,  . . . ,  Xn  que  dans  un  ordre  arbitraire,  le  calcul  de 
ces  symboles  est  complètement  déterminé  et  coniiu  d'après  les  hy- 
pothèses faites.  D'une  manière  plus  précise,  on  saura  décider  si 
deux  fonctions  bien  définies  de  Xi,  x.^,  .  .  .,  Xn  sont  é^les  et  on 
pourra  donner  leur  somme  et  leur  produit.  Nous  aurons,  évidem- 
ment, répondu  ainsi  à  toutes  les  objectionô. 

20.  Nous  commencerons  néanmoins  par  faire  ici,  au  sujet  du 
calcul  des  symboles  a?i,  X2,  . . . ,  Xn,  quelques  observations  générales 
dont  il  sera  tiré  parti  plus  loin. 

Bornons-nous  d'abord  au  calcul  du  symbole  Xi  et  des  symboles 
dérivés  de  sa  composition  avec  lui-même  et  avec  les  nombres  ra- 
tionnels. Parmi  ces  symboles,  ceux  qui  renferment  seulement  des 
puissances  positives  entières  de  a?i  se   ramènent   immédiatement  à 
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l'aide  de  la  relation    f[x^)  —  0,     à  la  forme 

a  +  bx^  -\-  cx\  H-  ...  -H  lx'l~^ , 

où  a,  b,  . . .,  l  sont  des  nombres  rationnels  quelconques. 

Tous  ces  symboles  sont  définis  d'une  manière  unique,  et  l'hypo- 
thèse faite  sur  la  composition  par  addition  ou  multiplication  du 
symbole  Xi  et  des  nombres  rationnels  permet  d'étendre,  au  calcul 
de  ces  symboles,  les  lois  du  calcul  des  polynômes,  c'est-à-dire  celles 
du  calcul  des  entiers  positifs. 

Nous  allons  montrer  que  toutes  les  relations  rationnelles  que  vé- 
rifie a?!  sont  des  conséquences  nécessaires  de    f[x^)  =  0. 

Supposons,  en  efi'et,  que  l'on  ait  o{xi)  =r  0,  o  désignant  un 
polynôme  qu'on  peut  supposer  à  coefficients  entiers;  les  opérations 
qui  conduisent  au  plus  grand  commun  diviseur  entre  f{x)  et  cp(a?) 
donneront  certainement  un  résultat.  Sinon,  en  effet,  on  parvien- 
drait à  une  identité  de  la  forme 

F{x).o{x)  -j-^{x).f{x)  =  a, 

a  étant  un  entier  autre  que  zéro,  et  lorsqu'on  y  fait  x  =  Xi,  cette 
identité  conduit  à  une  contradiction.  Mais  f{x)  est  irréductible  par 
hypothèse;  il  en  résulte  que  o{x)  est  au  moins  de  degré  n  et  ad- 
met f{x)  comme  diviseur. 

La  relation  cp(a:i)  =  0  est  donc  une  conséquence  de  f{Xi)  =  0; 
en  d'autres  termes  :  Tout  polynôme  o{x),  qui  s'annule  pour  l'un  des 
symboles  qui  annulent  le  polynôme  irréductible  f{x)^  est  divisible 
par  f[x). 

On  peut  conclure  de  là  que  tous  les  polynômes  entiers  en  x^,  de 
degré  inférieur  à  n  sont  nécessairement  différents^  car  une  égalité 
entre  deux  de  ces  polynômes  donnerait  précisément,  si  elle  n'est 
pas  une  identité,  un  polynôme  entier  s'annulant  pour    x  =  x^. 

Nous  allons  continuer  en  étudiant  les  fractions  rationnelles  en  a^i 
à  coefficients   rationnels,  c'est-à-dire  les  expressions  de  la  forme 

— —  1  où  P  et  Q  sont  deux  polynômes  entiers  de  degré  inférieur 

à  n.  Tout  d'abord  on  peut  affirmer  que  Q,[x)  et  le  polynôme  irré- 
ductible f[x)  n'ont  aucun  diviseur  commun;  l'algorithme  du  plus 
grand  commun  diviseur  conduit  donc  à  une  identité  en  x  : 

q{x).f{x)^Q{x).¥{x)  =  1, 
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oïl  q{x)  ot  ¥{x)  sont  des  polynômes  entiers.  On  déduit  de  là,  en 

P{x) 
multipliant  les  deux  membres  par   - —  , 

ce  qui  montre  que,  pour  tout  symbole  Xi  qui  annule  f{x)^  on  a 

Q(^i) 
ou,  en  développant  le  second  membre  et  le  réduisant  à  Taide  de  la 
relation     f(xi)  —  0, 

Q(-x"i) 
R  étant  un  polynôme  entier  de  degré  inférieur  à  n.  On  n'introduit 
donc  pas,  par  la  corisidération  des  fractions  rationnelles  de  Xi,  d'autres 
symboles  que  ceux  que  l'on  a  déjà  considérés.  On  peut  donc  conclure 
déllnitivement  que  le  calcul  de  x^  seul  se  réduit  à  celui  des  polynômes 
entiers  en  Xi  de  degré  inférieur  à  ??,  en  y  négligeant  simplement  les 
multiples  de  f[xy). 

La  relation  f[x)  =  {x —  x,){x  —  x.) .  .  .{x  —  Xn),  symétrique  en 
iCi,a^2,-  '  -.Xn,  permettrait  d\ippliquer  le  même  raisonnement  à  tous 
les  symboles  Xy,  x,,  .  • ,  x,,,  et  par  conséquent  de  ne  considérer  que 
les  polynômes  entiers  en  x^.x.,  . .  x,,  de  degré  inférieur  à  n  par 
rapport  à  chacune  de  ces  lettres;  mais  nous  allons  voir  que  la 
considération  du  système  de  relations  donnant  les  liaisons  entre 
a^i,  0^2,  ...,  Xn  permet  encore  de  restreindre  le  nombre  des  symboles 
à  introduire. 

Cela  apparaîtra  immédiatement  si  Ton  considère  le  système  de 
relations 

f{x,)  =  0,  fi{x,,  X,)  =  0,  f2%.  X,,  X,)  =  0,     etc.  . . 

On  voit,  en  efï'et,  qu'à  Taide  de  f[xx)  ^  0  toute  fonction  ration- 
nelle de  a?,  se  réduit  à  un  polynôme  entier  de  degré  inférieur  à  n  ; 
àTaide  de  ^(0^2,  ^1)  =  0  et  de  f[x,)  =  0  toute  fonction  ration- 
nelle de  X,  et  x-i  se  réduit  à  un  polynôme  entier  en  a?i  et  x^  de  degré 
inférieur  à  n  eu  x^  et  inférieur  à  (n —  1)  en  x.,  etc.,  etc. 

En  résumé,  les  symboles  à  introduire  sont  compris  parmi  les  fonctions 
entières  de  t,,  x.,  .  .  . ,  x,,  à  coefficients  rationnels  et  de  degré  inférieur 
à     (n  —  i  -h  \)     par  rapport  au  symbole  xi. 
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21.  Pour  revenir  à  un  autre  ordre  d'idées,  Tintroduction  des  sym- 
boles qui,  soumis  aux  conditions  déjà  données,  vérifient  f{x)  =  0 
revient  à  l'adjonction  aux  groupes  formés  par  les  nombres  ration- 
nels pour  les  deux  modes  de  composition  :  addition  et  multipli- 
cation, de  n  nouveaux  sijmboles  X],  a?,,  ...,  x„  et  de  n  relatiotis 
fondamentales  entre  ces  symboles  et  les  anciens. 

Ces  relations  fondamentales  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 
symétrique 

Xi   -1-0^2-1 ~i-Xn  ^-   Pi, 

X^Ti  H +  X„_iXn   =■-   /'2, 


X1X2 T,)  —  y,), 

ou  sous  la  forme  non  symétrique 

f{xx)  —  0,  /'i(^2,  -Ti)  =  0,  Al^.î.  ^2,  a?i)  =  0,     etc.  .  . 

Nous  avons  à  chercher  si  et  comment^  en  tenant  compte  de  ces 
relations  fondamentales  et  des  lois  de  l'addition  et  de  la  multiplica- 
tion, on  peut  compléter  la  table  de  structure  des  groupes  formés  de 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  et  des  fonctions  rationnelles  à 
coefficients  rationnels  de  a?i,  xo,  ...,a7n,  tant  au  point  de  vue  de 
Faddition  que  de  la  multiplication  de  leurs  éléments. 

Il  sera  donc  nécessaire  de  rechercher  d'abord  quelles  sont  parmi 
ces  fonctions  celles  qui  doivent  être  regardées  comme  des  éléments 
distincts,  et  l'on  peut  affirmer,  une  fois  cela  fait,  que  la  table  de 
structure  pourra  être  construite  ;  —  il  résultera  d'ailleurs  de  cette 
table  elle-même  que  les  hypothèses  faites  sur  x^,  ...,  Xn  n'entraî- 
nent point  de  contradiction.  Le  nouvel  ensemble"pourra  donc  être 
regardé  comme  connu  vis-à-vis  des  deux  modes  de  composition  : 
addition  et  multiplication. 

On  pourrait  alors  donner  des  noms  à  tous  les  symboles  différents 
ainsi  introduits  et  les  représenter  par  des  signes  spéciaux,  comme 
on  l'a  fait  pour  les  entiers  négatifs  et  les  nombres  rationnels;  mais 
il  est  préférable,  à  cause  de  la  complexité  des  notations  qu'il  faudrait 
employer,  de  les  conserver  sous  la  forme,  à  laquelle  on  les  a  ré- 
duits, de  polynômes  entiers  en  a?,,  a?2, .  • -,  ^n-  Gela  est  d'ailleurs 
indispensable  en  ce  moment. 

Tout   ceci  étant  acquis,  on  peut  imaginer  que  l'on  répète  sur 
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chaque  polynôme  irréductible  à  coefficients  rationnels,  dont  le 
premier  coefficient  est  Funité,  ce  qu'on  vient  de  faire  pour  le  poly- 
nôme f[x).  On  associera  par  conséquent  à  tout  polynôme  irréduc- 
tible (/(y),  de  degré  /?,  des  symboles  distincts  î/i,  7/2,  ...,  y^,,  en 
nombre  p,  desquels  on  suppose  qu'ils  vérifient  Tidentité 

giy)  =  iy—yi){y—y^.)---  iy—yp) 

et  qu'ils  se  composent  entre  eux  et  avec  les  nombres  rationnels 
suivant  les  modes  additif  et  multiplicatif,  en  suivant  les  mrmes 
lois  que  ces  derniers. 

Les  symboles  Xi,  .To,  ...,  Xn,  ?/i,  ...,  rjp  etc..  définis  de  cette 
manière  sont  appelés  des  nombres  algébriques .  Nous  observerons 
d'abord  que  ces  symboles  sont  tous  distincts^  car  deux  polynômes 
irréductibles  f{x)  et  g{x)  étant  nécessairement  premiers  entre  eux, 
vérifient  une  identité  de  la  forme 

K{x).f{x)-\-hix).g{x)  =  1 

et  ne  peuvent  par  conséquent  s'annuler  pour  une  même  détermi- 
nation de  X,  qui  satisfasse  aux  conditions  imposées  à  nos  symboles. 
Il  est  clair  qu'il  n'en  est  pas  de  môme  des  symboles  introduits  en 
même  temps  qu'eux,  qui  sont  leurs  fonctions  entières  à  coefficients 
rationnels;  la  relation  Xi-\- x^-h  ... -i- Xn  =  pi  écrite  plus  haut 
montre  par  exemple  que  les  symboles  .t,  +  ...  -f-a^n-i  f^t  pi  —  Xn 
sont  identiques.  Elle  montre  aussi  que  lorsqu'on  a  introduit  dans 
le  calcul  a?i,  iCg,  ...  et  a:„_i,  le  symbole  a?„  est  déjà  connu  puisqu'il 
est  identique  à:  px — Xy  —  .t,  ...  —  x„_y.  On  est  amené  ainsi  à 
rechercher  les  symboles  distincts  qui  figurent  dans  les  polynômes 
entiers  en  a^t,  ...,  Xn  ou  en  ?/,,  ...,  y^,  etc.,  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'il  peut  arriver  que  des  symboles  identiques  figurent  dans  les 
divers  systèmes  d'expressions  ainsi  obtenus.  Il  sera  donc  néces- 
saire de  rechercher  également  quels  sont  les  polynômes  entiers  en 
?/i,  ...,  yj,  qui  sont  identiques  à  des polynome's  entiers  en  Xy,  ...,  a:„, 
pour  tous  les  choix  possibles  des  polynômes  irréductibles  f{x)  et 
g[y).  C'est  ce  qu'on  appellera  l'étude  simultanée  des  deux  poly- 
nômes f(x)  et  g(y). 

Enfin  en  particulier,  on  observe  qu'il  peut  se  faire  que  l'un 
des  symboles  y  y,  ...,  yp  soit  identique  à  l'un  des  polynômes 
entiers  en  ari,  ...,  Xn  qui  sont  définis  lorsqu'on  a  défini  Xy,  ...,  a*,,  ;  il 
sera  dans  ce  cas  inutile  d'introduire  de  nouveau  ce  symbole  yi  dans 
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le  calcul.  On  est  conduit  par  là  à  rechercher,  parmi  tous  les  nombres 
algébriques,  ceux  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  d'introduire  dans  le 
calcul,  c'est-à-dire  de  représenter  par  des  signes  explicites,  pour  pou- 
voir exprimer  rationnellement  tous  les  autres,  c'est-à-dire  afin  que 
chaque  polynôme  irréductible  f{x),  à  coefficients  rationnels,  puisse 
être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré.  Lorsqu'on  aura  trouvé 
ces  symboles  nécessaires,  on  devra  naturellement  les  étudier  d'une 
manière  plus  précise;  c'est  par  cette  étude  que  nous  terminerons 
ces  leçons. 

Un  exemple  simple  d'un  problème  analogue  peut  être  donné  au 
moment  de  l'introduction  des  nombres  rationnels  dans  le  calcul  : 
Supposons  qu'on  introduise  tous  les  nombres  rationnels  comme 
solutions  des  équations  du  premier  degré  px  -\-  a  =  0  on  p  et  a 
sont  entiers,  p  étant  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a  ;  tous 
les  symboles  ainsi  introduits  seront  distincts,  mais  on  trouvera,  ce 
que  nous  avons  déjà  indiqué,  qu'il  suffit  d'introduire  ceux  qui  véri- 
fient les  équations 

px  =  i, 

p  étant  un  nombre  premier,  pour  pouvoir  les  exprimer  tous  d'une 
façon  explicite. 

On  peut  d'ailleurs  pour  les  nombres  rationnels  opérer  synthéti- 

quement,  c'est-à-dire  introduire  précisément  les  symboles    (-)    et 

montrer  qu'ils  suffisent  ;  mais  dans  le  cas  des  nombres  algébriques 
on  verra  plus  loin  combien  une  exposition  synthétique  parfaite 
serait  pénible  à  cause  de  la  complexité  des  liaisons  qui  existent 
entre  ces  symboles.  Nous  ajouterons  néanmoins  ici  que  cette  expo- 
sition résultera  naturellement  des  propriétés  de  l'ensemble  des 
nombres  algébriques  auxquelles  nous  parviendrons  plus  tard. 

Au  sujet  de  cet  ensemble,  observons  qu'un  premier  pas  dans  la 
classification  de  ses  éléments  peut  être  fait  immédiatement.  Les 
nombres  algébriques  qui  vérifient  une  équation  irréductible  d'ordre 
n  sont  dits  nombres  algébriques  d'ordre  n,  et  il  est  clair  que  la  défi- 
nition précédente  est  logique,  puisqu'un  nombre  algébrique  vérifie 
une  équation  irréductible  et  une  seule. 

Une  autre  séparation  des  nombres  algébriques  apparaît  également 
de  suite  : 

Soit      a..ï"'-+-(7ia?'"~'-H  .  .    -i-r/„, —  0      une  équation  irréductible 
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d'ordre  m  à  coefTicients  entiers;  considérons  la  nouvelle  équation 
ç(?/)  =  y'"  -h  a,?/"-*  -h  a.ao?/'""^  +  «o^??r~'  +  •'•  +  «»»<"'  ^  0, 
qu'on  déduit  de  la  première  en  multipliant  ses  deux  membres  par 
«[,"-*  et  posant  a^x^y.  Cette  nouvelle  équation  est  évidemment 
irréductible  et  définit  des  nombres  algébriques  de  même  ordre  que 
a  précédente;  à  chaque  racine  yi  de  la  seconde  équation  corres- 
pond  d'ailleurs    une   racine    ir,=rl^  de  la  première,  et  réciproque- 

ment. 

Les  nombres  algébri(iues  qui  satisfont  à  une  équation  irréductible 
à  coefficients  entiers,  dont  le  premier  terme  apourcoclficient  lunité, 
sont  dits  nombres  algébriques  entiers.  Cette  définition  nous  permet  de 
séparer  en  deux  classes  les  nombres  algébriques  :  ceux  qui  sont 
entiers  et  ceux  qui  ne  le  sont  pas  ;  ces  derniers  sont  d'ailleurs  les 
quotients  des  premiers  par  des  nombres  entiers  ordinaires,  de  sorte 
que  si  l'on  ne  s'occupe  que  des  symboles  algébriques  nécessaires, 
il  suffit  d'étudier  les  nombres  algébriques  entiers.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  déduire  de  toute  relation  rationnelle  entre  des  nombres 
algébriques  une  relation  entre  des  nombres  algébriques  entiers, 
et  réciproquement. 

Ajoutons  enfin  qu'une  relation  entre  des  nombres  algébriques  en- 
tiers ne  renfermera  pas  de  nombres  rationnels,  puisque  les  seuls 
nombres  algébriques  entiers  du  premier  ordre  sont  les  nombres 
entiers  ordinaires. 

II.  —  Fonctions  algébriques. 

22.  Nous  avons  vu  qu'on  a,  en  Algèbre  élémentaire,  introduit  dans 
le  calcul,  des  symboles  de  la  forme  )^\''  "\,^  f  (^i  9  étant  des 
polynômes,  entiers  par  rapport  aux  variables  indéterminées  a,b,...,l 
et  à  coefficients  rationnels.  Ces  symboles,  qu'on  appelle  fractions 
rationnelles  des  variables  ^/,  6,  ...,/,  peuvent  être,  delà  môme  ma- 
nière que  les  polynômes  à  plusieurs  variables,  regardés  comme 
définissant  une  correspondance  entre  les  nombres  rationnels,  ou 
encore  comme  un  moyen  commode  de  considérer  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  a,  b,...,l  par 
des  nombres  rationnels  déterminés. 
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Le  calcul  de  ces  symboles  a  été  défini  en  donnant  à  cûlo  de  la  rela- 
tion identique 

qui  leur  sert  de  définition,  les  propriétés  de  deux  modes  de  compo- 
sition :  addition  et  multiplication,  de  ces  symboles  avec  les  poly- 
nômes entiers. 

Il  est  possible  de  faire  à  Tégard  des  fractions  rationnelles  la  même 
extension  que  celle  qui  a  été  faite  en  passant  des  nombres  ration- 
nels aux  nombres  algébriques. 

Considérons  un  polynôme  entier  en  x,  a^  b,  .  .,  /,  à  coefficients 
entiers,  irréductible  dans  le  domaine  d'intégrité  [r/,  ^,  ..,  /],  et  la 
relation 

/•(.r,  a,b,  ...,/)=.  0. 

11  n'existe  pas  de  fraction  rationnelle  en  a,  ^,  .  .  .,  /  qui,  mise  à 
la  place  de  x,  conduise  à  une  identité  en  a,  A,  .  ,  /,  sans  quoi 
f{x^  a,  6,...,  /)  admettrait  le  diviseur  du  premier  degré  qui  la 
'  définit.  On  introduira  alors  dans  le  calcul  de  nouveaux  symboles 
vérifiant,  par  définition,  cette  relation  et  qu'on  supposera  se 
composer  avec  les  polynômes  suivant  deux  modes  appelés  toujours  : 
addition  et  multiplication  et  possédant  les  propriétés  de  ces  deux 
modes  déjà  supposées  pour  les  fractions  rationnelles.  Ces  nouveaux 
symboles  sont  dipi^e\és  fonctions  algébjnques  des  variables  a^b^  .  . , /. 
Il  est  clair  que  si  le  degré  du  polynôme  irréductible  considéré 

f{x,  a,  b,  ..    ,  /) 

est  égal  à  r?,  il  y  aura  n  symboles  qui  seront  délinis  simultané- 
ment, et  ces  n  symboles,  Xt,  Xo,  . . . ,  X„,  vérifieront,  lorsqu'on 
aura  divisé  le  polynôme  donné  par  le  coeflicient  de  a",  Tidentité 

f{x,a,b,..    ,  l)  =  {x  —  \^)(x  —  \,)....    (x  —  Xn)- 

Ajoutons  que  l'opération  que  l'on  fait  en  introduisant  ces  sym- 
boles, c'est  toujours  l'extension  du  système  formé  par  les  fonctions 
rationnelles  des  variables  a,  b,  . . ,  /  à  coefficients  rationnels,  de 
façon  que  le  polynôme  f(x,  a,b,  ...,/)  soit  décomposable  en  fac- 
teurs linéaires  dont  les  coefïicients  soient  des  éléments  du  nouveau 
système. 

On  voit  donc  nettement  que  l'étude  des  fonctions  algébriques  des 
variables  a,  6,  . . . ,  /  peut  se  faire  d'une  façon  absolument  parallèle 
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à  celle  des  nombres  algébriques,  le  point  de  dt'part  élant  l'ensemble 
des  fonctions  rationnelles  à  coefficients  rationnels  des  variables 
fl,  A,  ...,  /  au  lieu  d'être  Tensemble  des  nombres  rationnels.  J'a- 
joute qu'aux  nombres  algébriques  entiers,  on  peut  faire  correspondre 
les  fonctions  algébriques  entières  de  a,  ^,  ...,/,  obtenues  comme 
les  symboles  qui  annulent  un  polynôme  entier  en  .t,  <7,  /;,  . .  . ,  /  à 
coefficients  entiers,  dont  le  premier  coefficient  est  Vunité.  On  voit 
d'ailleurs  immédiatement  que  les  fonctions  algébriques  entières  du 
premier  ordre  sont  les  polynômes  entiers  en  <?,  6,  .  .  .,  /  à  coeffi- 
cients entiers  et  que  toule  fonction  algébrique  des  r/,  />,  .  .  .,  /  est  le 
quotient  d'une  fonction  algébrique  entière  par  un  polynôme  entier 
en  a,  b,     .  . ,  /. 

A  un  autre  point  de  vue,  une  fonction  algébrique  des  variables 
a,  b^  .  , ,  /  peut  représenter  une  classe  de  nombres  algébriques, 
ceux  que  l'on  obtient  en  remplaçant  a,  b,  . .  .,  /  par  des  nombres 
rationnels  déterminés.  Mais  il  est  bien  évident  que  les  nombres  algé 
briques  ainsi  obtenus  peuvent  être  de  nature  très  différente,  suivant 
que  la  décomposition  du  polynôme  à  coefficients  déterminés  qu'ils 
annulent  est  plus  ou  moins  complète.  La  manière  dont  figurent,  dans 
les  coefficients,  les  indéterminées  r/,  b,  .  . ,  /,  n'a  pas  d'ailleurs  une 
influence  bien  facile  à  préciser  sur  cette  nature  ;  ce  n'est  que  dans 
des  cas  extrêmement  simples  que  la  liaison  apparaît  nettement,  et 
nous  verrons  que  dans  ces  cas  la  considération  des  fonctions  algé- 
briques n'apporte  de  simplifications  ni  à  l'écriture,  ni  à  la  manière 
d'exprimer  les  résultats. 

Lorsque  nous  considérerons  des  fonctions  algébriques  de  variables 
n,  />»,...,  /,  nous  les  regarderons  donc  uniquement  comme  des  sym- 
boles définis  d'une  manière  analogue  aux  nombres  algébriques  et 
nous  verrons  qu'alors  les  propriétés  des  nombres  algébriques,  rap- 
portées à  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  conduiront  immé- 
diatement aux  propriétés  des  fonctions  algébriques,  rapportées  à 
l'ensemble  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients  rationnels  de 
a,  />>,  .      ,  /. 

Enfin  si  on  ne  considère  que  les  nombres  algébriques  entiers, 
leurs  propriétés  se  transporteront,  midnlis  mntandls^  aux  fonctions 
algébriques  entières  dans  le  domaine  d'intégrité  [«,  b,  .  .  .,  /]. 

Pour  plus  de  précision  et  de  netteté  et  afin  d'introduire  le 
moins  d'arbitraires  possible,  nous  commencerons  par  développer 
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uniquement  l'étude  des  nombres  algébriques,  nous  réservant  de 
montrer  plus  tard  comment  les  choses  se  passent  pour  les  fonc- 
tions algébriques  de  plusieurs  variables. 

III.  —  Le  théorème  de  d'Alembert. 

23.  Si  l'on  admet  que  les  hypothèses  faites  pourdéfinir  les  nombres  algé- 
briques n'entraînent  pas  de  contradiction,  ce  qui  sera  démontré  plus  loin, 
les  pages  précédentes  nous  permettent  de  parler  des  nombres  algébriques 
avec  tout  autant  de  liberté  que  des  nombres  entiers  positifs,  et  en  effet, 
pour  nous,  /e,<^  uns  et  les  autres  sont  uniquement  des  symboles  déterminés 
dont  on  connaît  les  modes  de  composition  qui  interviennent  dans  te  calcul, 
c'est-à-dire  que  ce  qu'on  appelle  calcul  de  ces  symboles,  n'est  que  le  déve- 
loppement des  deux  modes  de  composition  que  nous  savons  étudier. 

Nous  ne  nous  sommes  pas  encore  préoccupés  de  l'existence  d'ubjels 
représentés  par  nos  symboles,  du  moins,  pas  jusqu'à  présent  pour  les  nom- 
bres algébriques  ;  nous  allons  le  faire  maintenant  et  nous  observerons 
que  cette  existence  mettra  hors  de  doute  qu'il  n'existe  pas  de  contra- 
diction dans  leur  définition. 

Comme  on  Ta  déjà  remarqué,  on  peut  trouver  de  bien  des  manières 
des  systèmes  d'objets  (ou  d'opérations  portant  sur  des  objets)  en  nombre 
illimité  et  possédant  les  propriétés  suivantes  : 

I.  —  On  peut  définir  pour  les  objets  un  mode  de  composition  condui- 
sant de  deux  d'entre  eux  d'une  manière  unique  à  un  troisième,  et  tel  que  : 

i°  La  composition  soit  associative,  commutative  et  unicoque  (le  mot 
univoque  est  pris  ici  dans  le  sens  le  i)lus  large  :  deux  éléments  d'une 
composition  étant  donnés,  le  troisième  est  déterminé  d'une  manière 
unique); 

2°  11  exisle  un  objet  d'effet  nul  dans  cette  composition  :  objet  nul. 

Cette  composition  sera  nommée  addition. 

II.  —  On  peut  définir  un  mode  de  composition  possédant  les  propriétés 
de  la  multiplication,  c'est-à-dire  tel  que  : 

lo  |,e  mode  soit  associatif,  commutatif,  univoque  et  distributif  par  rap- 
port à  l'addition  ; 

2»  11  existe  un  objet  d'effet  nul  dans  la  composition  :  objet  unité  ; 

3°  L'objet  d'effet  nul  dans  l'addition  joue  un  rôle  singulier;  il  se  repro- 
duit par  multiplication  avec  un  objet  quelconque. 

On  nommera  le  mode  de  composition  précédent  multiplication. 

Lorsqu'on  fixe  un  ensemble  quelconque  de  tels  objets,  une  question  se 
pose  naturellement  :  l'ensemble  des  objets  est-il  équivalent  à  l'ensemble 
des  symboles?  En  d'autres  termes,  peut-on  faire  correspondre  à  chaque 
objet  un  symbole  et  à  chaque  symbole  un  objet  de  façon  que  la  corres- 
pondance se  conserve  lorsqu'on  exécute  sur  les  objets  et  les  symboles  de§ 
opérations  correspondantes? 
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Si  les  objets  sont  des  grandeurs  à  signe,  on  a  déjà  vu  qu'on  avait  la 
représentation  dps  nombres  négatifs  entiers;  si  l'on  admet  de  plus  leur 
divisibilité  en  parties  égales,  on  a  la  représentation  des  nombres  ra- 
tionnels. On  peut  d'ailleurs  représenter  également  les  polynômes  à  une 
ou  plusieurs  indéterminées. 

Considérons  maintenant  une  équation  irréductible  déterminée, 

r(^)  =  0  ; 

on  peut,  dans  le  système  cV objets  dojinèy  demander  s'il  existe  o^i  iwn  des 
racines,  c'est-à-dire  rechercher  s'il  y  a  ou  non  des  objets  du  système  qui, 
composés  avec  eux-mêmes  ainsi  que  l'indique  le  polynôme  f{x),  donnent 
l'objet  d'effet  nul  dans  l'addition.  11  est  clair  que  la  réponse  à  cette  ques- 
tion dépend  du  système  d'objets  qu'on  se  donne  et  que  la  question  est  plutôt 
du  ressort  des  mathématiques  appliquées  que  des  mathématiques  pures. 

Le  théorème  de  d'Alembert  est  une  proposition  qui  permet  de  répondre 
affirmativement  à  la  question  dont  on  vient  de  parler,  pour  certains  sys- 
tèmes d'objets,  en  particulier  pour  les  segments  situés  dans  un  plan. 

Considérons  en  ell'et  les  segments  situés 
dans  un  plan,  c'est-à-dire  des  éléments 
ayant  à  la  fois  une  longueur,  une  direc- 
tion et  un  sens  ;  nous  regarderons  deux 
segments  parallèles  de  même  longueur  et 
de  même  sens  comme  étant  le  même 
objet,  c'est-à-dire  que  l'origine  d'un  seg- 
ment est  indéterminée.  Le  segment  nul 
sera  celui  dont  l'origine  et  l'extrémité  coïncident. 

On  définira  la  somme  de  deux  segments  OA  et  OB  comme  le  segment 
OC  qui  a  même  origine  que  le  premier  et  même  extrémité  que  le  second, 
lorsque  Torigine  du  second   coïncide  avec  l'extré- 
mité du  premier. 

Pour  définir  la  multiplication,  nous  supposerons 
qu'un  segment  donné  OA  a  été  pris  comme  unité  ; 
le  produit  d'un  segment  OM  par  un  segment  ON 
est  alors  un  segment  OP  tel  que  les  triangles 
OAM  et  ONP  soient  semblables  et» disposés  de 
même.  La  disposition  est  définie,  on  le  sait,  par  la 
succession  des  éléments  :  côtés  et  angles. 

On  a  supposé  dans  les  définitions  précédentes  de 
la  somme  et  du  produit  que  les  segments  considé- 
rés avaient  même  origine;  il  est  inutile  d'ajouter 
que  c/est  là  une  hypothèse  légitime  d'après  la  défi- 
nition donnée  d'un  segment,  et  il  serait  facile  d'éta- 
blir que  les  opérations  ainsi  définies  satisfont  bien 
aux  neuf  conditions  indiquées  plus  haut. 
Le  théorème  de  d'Alembert  peut  alors  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante :  Etant  donnée  une  équation  aly ébrique  entier e  d'ordre  n,     f[x)  =  0> 
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clo?U  les  coefficients  représentent  des  segments  que'conques,  il  existe  tou- 
jours n  segments  qui  la  vérifient,  c'est-à-dire  qui,  composés  avec  eux- 
mêmes  et  les  segments  coefficients,  coimne  rindique  le  polynôme  f{x], 
conduisent  au  segment  zéro. 

C'est  là  un  théorème  de  pure  géométrie,  théorème  qui  est  en  outre  très 
spécial,  puisqu'il  faut  démontrer  un  théorème  analogue  pour  chaque  en- 
semble d'objets  qui  peuvent  être  représentés  par  nos  symboles. 

Remarquons  d'ailleurs  du  théorème  de  d'Alembert  qu'il  prouve  l'exis- 
tence de  n  segments  dont  les  fonctions  symétriques  élémentaires  sont 
des  segments  quelconques  donnés  à  l'avance.  Nous  verrons  plus  tard 
qu'en  Algèbre,  c'est-à-dire  dans  l'étude  des  symboles  algébriques,  il  suffit 
d'établir  le  fait  lorsque  les  segments  donnés  sont  des  segments  rationnels 
ou  entiers,  la  proposition  s'étendant  d'elle-même  à  n  segments  algébri- 
ques, mais  qu'on  n'a  jamais  à  considérer  des  segments  quelconques. 

Il  arrive  en  elïet  généralement  que  lorsqu'on  choisit  7i  segments  quel- 
conques, il  est  impossible  de  choisir  le  segment  unité  de  façon  que  les 
autres  soient  rationnels  ou  algébriques.  Le  théorème  de  d'Alembert  sort 
donc,  même  avec  l'interprétation  précise  que  nous  lui  donnons,  du  do- 
maine de  l'Algèbre  entendue  comme  l'étude  des  symboles  algébriques. 

Il  est  presque  inutile  d'ajouter  ici  que  toutes  les  démonstrations  rigou- 
reuses qu'on  a  données  de  ce  théorème  au  point  de  vue  où  nous  nous  pla- 
çons, en  particulier  celle  de  Gauchy,  peuvent  aisément  être  rendues 
purement  géométriques.  Nous  renverrons  le  lecteur  aux  ouvrages  connus 
pour  vérifier  ce  point.  Nous  ne  donnerons  ici  la  démonstration  du  théo- 
rème que  dans  le  cas  extrêmement  simple  où  f{x)  est  du  second  degré  ; 
elle  ne  fait  alors  appel  qu'à  des  considérations  immédiates  de  Géométrie 
élémentaire. 

On  peut  évidemment  supposer  f(x)  mis  sous  la  forme  x- — Pi^-hj^^ 
Pi  et  P2  étant  des  segments  déterminés,  mais  quelconques.  Il  est  clair 

1 
que  si  l'on  pose    x  —  g-h-^Pi,    la  détermination  de  g  dépendra  de  la 

relation 

Mais  on  sait  construire  le  segment  ^^  —  p^,  désignons-le  par  a  ;  il  restera 

4 

à  déterminer  le  segment  g  qui  vérifie  la  relation 

(/2  i^  a. 

On  observe  que  la  droite  issue  de  l'origine  sur  laquelle  il  sera  situé 
est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  segment  a  et  le  segment  unité  ; 
sa  longueur  sera  d'ailleurs  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  lon- 
gueurs des  segments  «  et  1  ;  on  a  appris  à  la  construire  en  géométrie 
élémentaire. 

Les  deux  segments  r,  et  — r^  qu'on  obtient  ainsi,  vérifient  évidemment  tous 

deux  la  relation    y^  =  «  ;     il  suffira  de  leur  ajouter  le  segment  -  pi  pour 
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obtenir  deux  segments  ii  et  l^  vérifiant  la  relation  x^-  —p^x-i-p^  =  0. 
i.e  théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas  du  second  degré. 

IV.  —  Les  fonctions  symétriques. 

24.  Il  résulte  manifestement  de  l'introduction  des  nombres  algé- 
briques dans  le  calcul  que  tout  polynôme  entier  en  x  de  degré  n'a 
roe/pcients  rationnels,  peut  s'écrire  et  d'une  seule  manière  sous  forme 
d^un  produit  de  n  facteurs  du  premier  degré  en  x^  à  coefficients  algé- 
briques. 

Si  Ton  a  en  effet,  en  décomposant  le  polynôme  f{x)  en  facteurs 

irréductibles,  ^,    , 

fix)  =  g\x).h^{x)   ..l\x), 

on  voit  que  dans  /"(a?),  les  facteurs  du  premier  degré  {x—^)  corres- 
pondant aux  racines  ;  de  Téquation  g{x)  =  0  figureront  à  la  puis- 
sance a,  les  facteurs  (x  —  r^)  correspondant  aux  racines  de  h{.x)=0 
figureront  à  la  puissance  |3,  etc.  La  théorie  de  la  divisibilité  des 
polynômes  montre  qu'il  n'existe  pas  d'autre  décomposition  de  f{x) 
en  facteurs  du  premier  degré. 

La  relation  f{x)  =  0,  dans  laquelle  on  ne  suppose  rien  sur  la 
réductibilité  du  polynôme  f{x),  et  lorsqu'on  la  considère  comme  dé- 
finissant les  nombres  algébriques  qui  la  vérifient,  s'appelle,  comme 
l'on  sait,  une  équation  algébrique.  Les  n  nombres  algébriques 
Xu  ^"2,  .  .  ,  a^«  dont  plusieurs  peuvent  être  égaux  et  qui  vérifient 
l'identité  en  x, 

f[x)=^{x  —  x,){x  —  x.).  .  .  (x  —  x,,), 

sont  dits  les  racines  de  cette  équation. 

A  l'égard  de  ces  nombres  on  peut  observer  qu'en  décomposant  f{x) 
en  facteurs  irréductibles,  il  est  toujours  possible  informer  une  équa- 
tion qui  admette  pour  racines  tous  les  nombres  différents  de  la  suite 
xi,  xo, . . . ,  x„  ;  cette  équation  est  manifestement 
g{-i-).h{x) l{.x)  -  0. 

Nous  ferons  remarquer,  néanmoins,  qu'il  n'est  nullement  néces- 
saire de  décomposer  f[x)  en  ses  facteurs  irréductibles  pour  arriver 
à  ce  résultat  et  nous  allons  pour  l'établir  donner  ici  une  notion 
importante,  celle  de  polynôme  dérivé  d'un  polynôme. 

25.  Considérons  un  polynôme  de  degré  n  à  coefficients  rationnels, 

f[x)  =  a^  X"  -\-  ai  x"~^  -h  ...  H-  Un-i  x  H-  a„, 
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et  remplaçons  dans  ce  polynôme  a;  par  x-^h\  nous  obtiendrons, 
en  ordonnant  le  résultat  suivant  les  puissances  croissantes  de  h,  la 
nouvelle  identité  en  x  et  h, 

f{x+h)^  f(x)  +\f\x)^  j^  nx) + ■  ■  ■  +  ~  ■  nx), 

f\x),  f"{x),.  .     désignant  les  polynômes  suivants  : 
f\x)  =:  rm„.x-"-^  +(7i  —  i)a,x''-^  +   ••  4-  «/<-i, 
f\x)  =  n(ri  — l)ao.ï"--  +  (u  — l)(u  — 2)aia?"-3+    ••  +2.r/,,_2, 

f^(x)  =  h(/i  — l)(n  — 2)       ^  \.a,. 

On  observe  que  le  polynôme  f'{x)  se  déduit  du  polynôme  /"(.r)  en 
opérant  sur  ce  dernier  comme  on  a  opéré  sur  f{x)  pour  obtenir 
f'{x).  On  dit  que  le  polynôme  /''{x)  est  le  dérhé  du  polynôme  f{x)  ; 
le  polynôme  f"{x)  qui  est  le  dérivé  de  f'{x)  sera  dit  alors  poUjnome 
dérivé  second  de  f{x),  etc.  Il  convient  de  remarquer  que  si  les  coeffi- 
cients du  polynôme  f{x)  sont  entiers,  ceux  de  ses  divers  dérivés  le 
sont  également. 

Gela  étant  acquis,  il  est  clair  que  si  un  polynôme  f{x)  est  irré- 
ductible, il  est  premier  avec  le  polynôme  dérivé  f'[x)  \  un  polynôme 
irréductible  est,  en  effet,  premier  avec  tout  polynôme  entier  de  degré 
inférieur  au  sien. 

Considérons  ensuite  un  produit  de  deux  polynômes  irréductibles 
f[x)  et  g{x)  supposés  différents,  polynômes  qui  sont  évidemment 
premiers  entre  eux,  et  formons  le  polynôme  dérivé  du  produit 
Y[x)  =  f{x).g[x).  C'est,  par  définition,  le  coefficient  de  h  dans  le 
produit    f{x  -\-  h).g[x  -h  k),     et  comme  l'on  a 

f[x-^h)  =  /•(,;) +|rG^)-i-ii/V)  +  -- , 

h  li^ 

gix-hh)  =  g[x)  -\--g'(x)  +  j^/(^)  +  •••  , 

il  en  résulte 

nx)  =  f{x).g\x)-^g[x).f\x). 

On  peut  affirmer  que  Y[x)  est  premier  avec  F'(j;).  En  elTet,  pour 
qu'un  des  facteurs  g{x)  de  ¥{x)  divise  f{x).g'{x)  ~\-  g[x).f'{x),  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  divise  f{x).g'{x)\  or  g{x)  est  premier  avec  f\x) 
et  avec  g'{x)  ;  donc  il  est  premier  avec  lem*  produit. 
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La  proposition  s'étend  immédiatement  à  un  nombre  quelconque 
de  facteurs  irréduclibles  différents,  d'où  il  résulte  que  : 

Tout  pohjnojne  qui  n'admet  que  des  diviseurs  distincts  est  premier 
avec  le  polynôme  dérivé. 

Soit  au  contraire  un  produit  f\x)  de  a  facteurs  irréductibles 
identiques  ;  le  coefficient  de  h  dans  l'expression  f\x  +  h),  c'est- 
à-dire   dans   le    développement  de       [f\x) -\--f[x) -\ fix).  ,  ]% 

est  manifestement  a  f-^x)  f'{x).  Comme  f{x)  et  f\x)  sont  pre- 
miers entre  eux,  f^{x)  admet  avec  le  polynôme  dérivé  le  plus 
grand  commun  diviseur  /"''"'( r). 

On  conclut  de  là  que  tout  polynôme  F  qui,  décomposé  en  facteurs 
irréductibles,  a  la  forme 

F  = /■'.  ,7^ . .  f% 

admet  avec  le  polynôme  dérivé   F'  un  plus  grand  commun  diviseur 

et  par  suite  qn  après  division  de  F  par  ce  plus  grand  commun  diviseur 
on  obtient  un  polynôme  dont  tous  les  facteurs  irréductibles  sont 
distincts. 

Il  suffira  par  conséquent  pour  passer  d'une  équation  f[x)  :=  0 
à  une  équation  admettant  seulement  les  racines  distinctes  de  la 
première,  de  diviser  f{x)  par  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
f{x)  et  f'{x)   et  d'égaler  à  zéro  le  quotient  obtenu. 

26.  Considérons  donc  une  équation  f[x)  =  0  dont  toutes  les 
racines  sont  distinctes. 

Si  l'on  pose  , 

f(x)   7=  X"  —  p^X""-^  -}-  p.X"-^    •  •  •   ±  J>n, 

on  obtiendra  entre  les  coefïicients  pi,  p.>,  ...,p,i  et  les  racines 
j-,, ...,  a-,,,  les  relations  fondamentales  bien  connues  : 

Xi-hX2-\-  ■■■    -\-    Xn   ^   pi, 
XiXi-\-  ■■•  -{-  Xn__iXn  =   p2, 


a:iX2 TOn   =  pn . 

On  les  énonce  en  disant  que  lorsque  le  coefficient  de  x^  est  l'unité,  les 
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coefficienis  de  r équation  sont,  au  signe  près,  les  fonctions  symétri- 
ques élémentaires  des  racines. 

Nous  allons  étudier  d'une  manière  plus  générale  des  fractions 
rationnelles  de  x^,  x^,  .  .  .,  Xn  symétriques  par  rapport  à  ces  lettres, 
c'est-à-dire  qui  ne  changent  point  lorsqu'on  y  remplace  respective- 
ment Xi  par  Xk  et  a?/,  par  Xi,  quels  que  soient  i  et  k  choisis  dans 
la  suite  1,2,  . . . ,  n.  A  leur  sujet  nous  établirons  soi/s  la  seule  condi- 
tion que  Xi^  vTo,  .  . . ,  Xn  soient  des  symboles  différents  capables  de  se 
composer  entre  eux  et  avec  les  nombres  rationnels  en  suivant  les  lois  de 
l'addition  et  de  la  multiplication  des  entiers^  les  deux  propositions  sui- 
vantes :  Toute  fraction  rationnelle  symétrique  de  x^^  x^^  . .  .,  Xn  à  coef- 
ficients rationnels  est  le  quotient  de  deux  polynômes  symétriques  en 
a?!,  372,  .  . . ,  ^n  à  coefficients  entiers  ; 

Tout  polynôme  symétrique  en  x^^  x^^  .  .  . ,  a?n  à  coefficients  entiers 
peut  s'exprimer  d'aune  seule  manière  comme  polynôme  entier  en  pi, 
^2,  -  •  ",  Pn  à  coefficients  entiers  ;  pu  2h,  '--.Pn  étant  toujours  les 
fonctions  symétriques  élémentaires  de  x^,  x^,  . .  .^  Xn. 

Soit    -j-^ — "'''''    '    une  fraction  symétri(iue  rationnelle  irréduc- 

tible,  c'est-à-dire  telle  que  les  deux  polynômes   f  et  ^,    qu'on  peut 

évidemment  supposer  à  coefficients  entiers,  décomposés  en  facteurs 

irréductibles,  n'aient  aucun  facteur  commun.  Je  vais  montrer  que 

/*  et  g  sont  des  fonctions  symétriques  entières.  En  effet,  d'après  la 

f 
définition  même  d'une  fonction  symétrique,  -  ne  doit  pas  changer 

lorsqu'on  échange  entre  elles  deux  des  lettres  a^i,  . . . ,  a:„,  par  exem- 
ple Xi  et  x^.  On  a  donc  Tidentité 

/  (a?i ,  a?2 ,  ...  ^„) f[X2 ,  a?i ,  ...  Xjj)  f[Xi ,  372 ,  '  •  •  ^n)  —  /  (^2  ^  3?i  ,  ...  a?„) 

^(0^1,372,  ...a^«)   "~  9(^2,^1,  ...^n)   ~   ^(^-1,^2,   . . .  X^)  —  g{X2  ,  X^  ,  ...X^) 

La  différence  /"(a?!,  0^2,  .  .  ■ ,  Xn)  —  f{x2,  a^j,  . . . ,  a7„)  est  un  poly- 
nôme entier  en  a?i  qui  devient  égal  à  zéro  lorsqu'on  y  remplace  Xi 
par  a?2  ;  s'il  ne  se  réduit  pas  à  zéro  ^  il  est  donc  divisible  par  Xi —  X2  ; 
il  en  est  de  même  de  la  différence 

g{Xi,  X,,    .  .  .  ,  Xn)  —  ^(372,  J7i,    .  .  .  ,   Xn). 

On  peut  donc,  en  supprimant  ce  facteur  commun  Xi  —  072,  écrire 
l'identité 

/    /' 
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f  et  g'  étant  des  polynômes  en  Xi,  a^.,  •  •  -,  ^n  qui  sont  en  Xi  et  x^ 

de  degrés  respectivement  inférieurs  aux  degrés  de  /"  et  de  ^  ;  or  une 

f  . 
telle  identité  est  impossible  puisqu'on  a  supposé  -  irréductible.  On 

«/ 

conclut  de  là  que  la  différence 

se  réduit  à  zéro,  et  comme  cela  a  lieu  quelles  que  soient  les  lettres 
j?i,  X2  choisies,  la  fonction  f  est  symétrique.  Il  en  sera  de  même  de 
la  fonction  g. 

La  remarque  précédente  fait  voir  qu'on  na  besoin  d'étudier  que 
les  fonctions  symétriques  entières  à  coefficients  entiers  de  x^,  x^^...,  x„. 
Soit  donc  F(a?i,  a^a, . . .,  a?,,)  une  telle  fonction;  nous  allons  mon- 
trer qu'elle  s'exprime,  et  d'une  seule  manière,  comme  fonction 
entière  à  coefficients  entiers  de   pi,  /?2,  . . .,  P>i- 

La  fonction  F  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  Ax^l^x^i. .  .a?^, 
«1,  «2,  •..,««  étant  des  entiers  positifs  et  A  un  entier  ;  désignons 
par  g  un  entier  positif  supérieur  à  la  plus  grande  des  sommes 
«1  -+-  ^2  -H  •  •  -I-  a„  et  faisons  dans  pi,  /92,  ■ .  - ,  Pn  la  substitution 
Xi  =  a:^*'~*. 

Les  polynômes  en  a^i,  a?2,  .  ..,Xn  que  nous  avons  désignés  par 
Pu  Pu  '  ■  '1  Pn  deviendront  des  polynômes  à  une  variable  x,  et  les 
termes  de  degré  le  plus  élevé  en  x  seront  respectivement  dans  ces 
polynômes,  des  termes  en 

xr-\  xr-^^rg--',  et  a^?o+^Hf^H...+r-'. 

Si  maintenant  nous  considérons  le  polynôme  F,  le  terme 

kxl^xli  xln 

deviendra  Ax\/~'+''n_ir-'f •••+*ii'%  et  d'après  la  manière  même 
dont  on  a  choisi  g  il  n'y  a  aucune  réduction  possible  entre  les 
termes  du  polynôme  à  une  variable  ainsi  obtenu.  Ces  termes  corres- 
pondent donc  d'une  manière  univoque  et  réciproque  aux  termes  de 
F(a^,,a^2,-..,^n).  Or  on  peut  ranger  les  termes  du  polynôme  à  une  va- 
riable dans  un  ordre  déterminé,  par  exemple  en  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  x  ;  il  en  sera  par  suite  de 
même  pour  F(a'i,  a?2,  . . . ,  a-^).  Considérons  en  particulier  le  terme 
hx\^xl^ a;>;  puisque  la  fonction  F  est  symétrique,  elle  ren- 
ferme aussi  les  termes  qu'on  déduit  de  celui-là  en  y  permutant  d'une- 
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manière  quelconque  les  x  ;  parmi  tous  ces  termes  celui  qui  sera 
rangé  le  premier  sera  évidemment  un  de  ceux  pour  lesquels  leis 
entiers  de  la  suite  aj,  ao,  ...,  a,i  ne  vont  jamais  en  décroissant.  Sup- 
posons que  ce  terme  donne  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  du 
polynôme   à  une  variable;  nous  retrancherons  de   Y{x^,x^^,...^Xn) 

le  terme   kp\^p\^ /^J»,    dans  lequel    pi,  . . . ,  p^  sont  déterminés 

d'une  manière  unique  par  les  relations 

Pn-l  +  Pn  =   2^2, 


c'est-à-dire  où  Ton  a  p„_i  =  a,_^i  —  a,-,  les  lettres  pi,  ps,  ■  •  .^  Pn 
étant  remplacées  par  leur  expression  en    x^^  x^^  .  . .,  Xn. 

On  fera  ainsi  disparaître  le  terme  de  ¥{xi,  a?2,...,  Xn)  qui  donne  le 
premier  terme  du  polynôme  à  une  variable  correspondant.  Si  l'on 

remarque   qu'en   transformant    Apl^pl^ pf^n     en  un  polynôme  à 

une  variable,  le  terme  considéré  est  celui  qui  est  de  degré  le  plus 
élevé,  on  voit  qu'on  a  abaissé  le  degré  du  polynôme  à  une  variable 
correspondant  à  la  fonction  F{xi^  x^,  . . . ,  a?„). 

En  opérant  sur  le  polynôme  à  une  variable  déduit  de 

F—  A/??l/?|. pin 

comme  sur  F,  et  ainsi  de  suite,  on  parviendra  évidemment  et  d'une 

seule  manière  à  une  expression  indépendante  des  x.  On  pourra  donc 

écrire 

F  =  ^kfM^ p^, 

et  les  coefficients  du  second  membre  seront  manifestement  entiers 
en  môme  temps  que  ceux  du  premier. 

Il  reste  à  démontrer  qu'il  n'existe  pas  une  seconde  manière  de 
ramener  F  à  une  fonction  entière  de  pi,  po,  .  •  -,  Pm  c'est-à-dire  au 
fond  qu'il  n  existe  pas  de  fonction  entière  de  p^^p^,  '--^Pn  qui  soit 
nulle  quels  que  soient  les  x^  sans  être  aussi  nulle  quels  que  soient  les  p. 
Admettons  que  l'on  ait  entre  les  x  l'identité 

-Apï.p|2 pin    =    VA>ïi>|2 pin. 

La  transformation  Xi  =  x&''^  fera  correspondre  aux  deux  mem- 
bres des  polynômes  entiers  en  x  qui  seront  également  identiques. 
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Considérons  le  terme  Xpl^pl^..  ...pf,-,  qui  conduit  au  terme  de  degré 
le  plus  élevé  du  polynôme  en  x  correspondant  et  le  terme  ana- 
logue k'pl'^pli pjn  du  second  membre. 

On  aura  évidemment,  puisque  ces  termes  de  plus  haut  degré  sont 

identiques, 

A  =  A' 

et  ensuite 

ce  qui  peut  s'écrire 

Cette  relation  ayant  lieu  quel  que  soit  g,  supposé  choisi  supé- 
rieur à  un  certain  nombre,  on  en  déduit 

?n  =   ?'n  , 
P„  -H  ?n-i   =  P'n  4-  K^-i  , 


■Uo'^g 

'+    --hg- 

-') 

^-0+  •• 

+  w^°  + 

9'-^ 

■■+3"- 

'). 

-H  ?n-i  +  ' 

•••-}- P0.9""' 

1 

l)^l-H     ••+(K.  +  P«-: 

.+  •• 

•  +  p;)3" 

-1 

c'est-à-dire  que  les  p  sont  identiques  aux  p'.  Le  raisonnement  se 
continue  après  suppression  des  deux  termes  identiques  et  la  propo- 
sition est  par  conséquent  démontrée. 

La  méthode  précédente  pour  le  calcul  des  fonctions  symétriques 
est  connue  sous  le  nom  de  méthode  de  Waring. 


V.  —  Propriétés  générales  des  nombres  algébriques. 

27.  Les  propositions  établies  sur  les  fonctions  symétriques  de 
a^i,  X.,  . .  . ,  a:„  vont  être  appliquées  à  l'étude  d'une  question  qu'on 
peut  poser  immédiatement  après  l'introduction  des  symboles  algé- 
briques: Nous avonsvuqu'avecles nombres  algébriques  ^i,  ^2,  . . .,  ^„ 
s'introduisaient  nécessairement  dans  le  calcul  toutes  les  fractions 
rationnelles  de  ^1,  ^2,  . . . ,  ^n  à  coefTicients  rationnels;  il  est  donc 
intéressant  de  savoir  quelle  est  la  nature  de  ces  éléments,  c'est-à- 
dire  comment  chacun  d'eux  est  lié  aux  nombres  rationnels. 
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Nous  allons  rechercher  d'une  manière  plus  générale  la  nature 
des  fonctions  de  nombres  algébriques  donnés  que  Ton  sait  définir 
jusqu'à  présent,  c'est-à-dire  des  polynômes  entiers,  des  fractions 
rationnelles  et  des  fonctions  algébriques  ;  mais  pour  plus  de  préci- 
sion nous  nous  bornerons  à  considérer  des  nombres  algébriques 
entiers.  Nous  avons  en  effet  observé  que  toute  relation  entre  de  tels 
nombres  se  transforme  immédiatement  en  une  relation  entre  des 
nombres  algébriques  quelconques,  et  réciproquement:  nous  verrons 
d'ailleurs  que  les  propositions  auxquelles  on  parvient  ainsi  seront 
les  généralisations  naturelles  de  celles  obtenues  dans  l'étude  des 
nombres  entiers  ordinaires. 

Désignons  par  f{x)  =  0  une  équation  irréductible  d'ordre  n  à 
coefficients  entiers,  le  premier  d'entre  eux  étant  l'unité,  et  soit  ^ 
l'une  de  ses  racines,  c'est-à-dire  un  nombre  algébrique  entier  déter- 
miné d'ordre  n  ;  proposons-nous  d'étudier  la  nature  des  fonctions 
rationnelles  de  ^,  à  coefficients  rationnels.  On  sait  qu'une  telle  fonction 
se  ramène  toujours,  à  l'aide  delà  relation  /(^)  =  0,  à  un  polynôme 
entier  en  ^  à  coefiîcients  rationnels,  de  degré  inférieur  à  w  ;  il  suffît 
donc  de  considérer  ces  polynômes  et  même  les  polynômes  à  coef- 
ficients entiers  dont  les  premiers  dérivent  immédiatement.  Soit  donc 
<7(^)  un  polynôme  entier  en  ^  à  coefficients  entiers  de  degré  infé- 
rieur à  n  ;  désignons  par  ^i  =  c,  ^2,  ^3,  .  •  • ,  ^n  les  racines  de  f{x) 
qui  sont  distinctes,  comme  l'on  sait.  Il  est  clair  que  si  l'on  consi- 
dère le  produit 

étendu  à  toutes  les  racines  de  f[x),  ce  produit  est  un  polynôme 
entier  en  z  dont  les  coefficients  sont  entiers,  le  premier  étant  l'unité, 
puisqu'ils  sont  symétriques  en  ^1,  ^2,  .  •  ,  ^n-  Or  ce  produit  s'annule 
en  particulier  pour  z  =  g{^)  ;  on  conclut  de  là  que  g{^)  est  un 
nombre  algébrique  entier^  d'ordre  au  plus  égal  au  degré  de  4>,  c  est-à- 
dire  à  n. 

Si  l'équation  *(z)  =  0  est  irréductible,  on  peut  affirmer  que 
g{^)  est  un  nombre  algébrique  d'ordre  n.  Sinon,  soit  o(z)  un  facteur 
irréductible  de  4>(z)  ;  ^^[z)  s'annule  pour  une  des  valeurs  de  ^(^), 
c'est-à-dire  que  l'équation  ^[g{x)]  =  0  et  l'équation  f{x)  =  0 
ont  une  racine  commune.  Comme  f{x)  est  irréductible,  il  en  résulte 
que   ^[g(x)]  est  divisible  par  /'(a-),  c'est-à-dire  en  d'autres  termes 
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que  o(z)  s'annule  pour  toutes  les  déterminations  distinctes  de  g{^). 
Il  est  clair  que  o{z)  ne  peut  s'annuler  pour  d'autres  déterminations 
de  z,  donc  tous  les  facteurs  irréductibles  de  ^(2)  sont  identiques. 
On  a  par  suite 

t.(z)  =  [o(2)]^ 

et  si  Ton  désigne  par  k  le  degré  de  o{z):  n=:kp.  f  ordre  du  nom- 
bre algébrique  entier  g{^)  est  donc  toujours  un  diviseur  de  Vordre  de  ^. 

28.  Nous  avons  reconnu  que  les  polynômes  en  ^  d'ordre  inférieur  à 
n  et  à  coefficients  entiers  sont  des  nombres  algébriques  entiers  de 
difTérents  ordres,  ces  ordres  étant  toujours  des  diviseurs  du  degré 
de  l'équation  irréductible  qui  définit  l  ;  on  dit  que  l'ensemble  de 
ces  polynômes  en  $  à  coefficients  entiers  constitue  un  domaine  algé- 
brique d'intégrité  et  l'on  désigne  ce  domaine  par  [^]. 

Essayons  d'approfondir  un  peu  plus  la  dépendance  qui  existe  en- 
tre les  polynômes  irréductibles  f[x)  et  9(2)  qui  s'annulent  pour  deux 
éléments  l  et  g[\)  du  domaine  [^]. 

Admettons  toujours  que  g{^)  soit  un  nombre  algébrique  entier 
d'ordre  k\  nous  savons  que  parmi  les  expressions  g[\y),  gi^^)-,  -  -, 
g(^n),  k  seulement  sont  distinctes  ;  nous  pouvons  supposer  que  ces 
expressions  sont  précisément 

et  nous  rangerons  les  autres  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

sous  la  seule  condition     j  —  i  -^  mk,       m  étant  un  entier  quel- 
conque. 

Considérons  alors  l'équation  en  ^:  9{^)  —  9{^i)  =  0;  elle  admet 
évidemment  toutes  les  racines  ^j  telles  que  j  =  i  -h  mk  et  n'en 
admet  pas  d'autres.  Par  conséquent  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  g{oc)  —  g{^i)  et  le  polynôme  /"(a?)  est  le  produit  JJ.(a7  — f/) 
dans  lequel  ,/  =  i  -h  mk.  Si  nous  désignons  par  h[x,  g{'^;)]  ce 
produit,  on  pourra  écrire 

i=:k 

Cette  formule  montre  que  l'équation  f{x)  =  0,  qui  est  irréduc- 
tible, admet  le  facteur  h[x,  g{^i)]  si  l'on  désigne  par  g(^,i)  une  racine 
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de  Féquation  qui  définit  g{^),  c'est-à-dire  une  racine  de  9(2)  =  0. 
On  énonce  habituellement  ce  résultat  en  disant  que  dans  le  domaine 
d'intégrité  [g{^)],  l'équation  f{x)  =  0  est  réductible^  ou  en  d'au- 
tres termes  que  l'adjonction  du  nombre  algébrique  entier  g[^)  à  Ven- 
semble  des  nombres  entiers  permet  de  décomposer  le  polynôme  f[x)  en 
deux  fadeurs  dont  Vun  est  h[x^  9[^)\- 

29.  Passons  à  la  considération  des  fractions  rationnelles,  à  coeffi- 
cients rationnels,  de  nombres  algébriques  entiers  donnés.  De  telles 
expressions  étant  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  à  coefficients 
entiers,  nous  commencerons  par  étudier  ces  polynômes.  Supposons 
donc  que  i,  -/,,  C,  ...  soient  des  nombres  algébriques  entiers  qui  véri- 
fient chacun  lune  des  équations  irréductibles  à  coefficients  entiers 

f{x)^0,         g{y)  =  0,         h{z)  =  0, 

équations  qui  sont  respectivement  de  degrés  l,  m,  n,  . . .,  et  consi- 
dérons un  polynôme  entier  à  coefficients  entiers  P(^,  v],  ^,  ...). 
On  peut  évidemment  l'amener  en  tenant  compte  des  définitions 
de  ^,^i,  ^,  •..,  à  no  renfermer  ;  qu'au  degré  /  —  1  au  plus, 
rj  qu'au  degré  m  —  1,  etc.,  sans  que  ses  coefficients  cessent 
d'être  entiers.  Si  l'on  effectue  alors  le  produit 
7=/ 

on  obtiendra  un  polynôme  entier  en  u  dont  tous  les  coefficients 
sont  des  polynômes  entiers  en  tj,  ^,  . . .  à  coefficients  entiers, 
sauf   le    premier   qui    est    l'unité,    polynôme   qui    s'annule    pour 

u  =  P(^,  r^,  K,  . . .).  Désignons  par  Pi(m,  r],  ^,  .  . .)  ce  polynôme  et 
formons  le  produit 

r=:l 

ce  produit  ne  renfermera  plus  ni  ^  ni  r],  ets'annulera  toujours  pour 

w  =  P(^,  vj,  r,  .  .). 

Il  est  clair  qu'on  parviendra  ainsi  à  un  polynôme  entier  en  u  à 
coefficients  entiers,  le  premier  étant  l'unité,  c'est-à-dire  que  le  sym- 
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bole  P(^,  7],  ^,  .  .  .)  qui  annule  ce  polynôme,  est  un  nombre  algé- 
brique entier.  L'ordre  de  ce  nombre  est  d'ailleurs  au  plus  égal  au 
produit  des  ordres  des  nombres  algébriques  ^,  r,,  C,  •  .,  et  il 
serait  aisé  de  montrer  qu'il  est  toujours  un  diviseur  de  ce  produit. 

On  peut  donc  dire  que  toute  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de 
nombres  algébriques  entiers  est  un  nombre  algébrique  entier. 

Toute  fraction  rationnelle  de  plusieurs  nombres  algébriques  entiers 

se  ramène  donc  à  la  forme    -^,   ^^  et  Pi  étant  deux  nombres  algébri- 

ques  entiers  que  l'on  sait  définir.  Si  l'on  désignepar  p,,  p3,..  ,  ?« 
les  nombres  algébriques  conjugués  de  p,  c'est-à-dire  les  autres 
racines  de  Téquation  irréductible  à  coefficients  entiers  que  vérifie  p, 
on  a  évidemment 

Pi"    Pl.P2.P3....    P/ 

a. 

c  est-à-dire  que  —    est  le  quotient  d'un  nombre  algébrique  entier 

Pi 
par  un  nombre  entier.  Toute  fraction  rationnelle  de  plusieurs  nom- 
bres algébriques  entiers  est  donc  un  nombre  algébrique,  qui  n'est 
généralement  pas  un  nombre  algébrique  entier. 


30.  Considérons  maintenant  un  polynôme  entier  en  x  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  entières  des  nombres  algébriques 
entiers  l,  r^,  t,  . . .  Soit  P(a?,  ^,  r,,  ^,  ...)  ce  polynôme;  on 
peut  se  poser  à  son  égard  la  question  déjà  posée  à  l'égard  des  poly- 
nômes à  coefficients  rationnels  :  Existe-t-il  des  nombres  rationnels 
ou  algébriques  x^  qui,  mis  à  la  place  de  a?,  donnent  l'identité 

P(a:„  ^  r,,   t,  ...)=0. 

Il  suffit  de  se  reporter  aux  raisonnements  du  paragraphe  précé- 
dent, pour  conclure,  de  la  relation  P(a?o,  f,  v^,  ^  . .  .)  =  0,  une  re- 
lation à  coefficients  entiers  : 

R(^o)  =  0, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  x^  est  l'une  des  racines  de  l'équation 
R(as)  =  0.  Il  résulte  d'ailleurs  de  la  théorie  de  la  divisibilité  qu'il 
existe  un  nombre  de  racines  de  l'équation  \i[x)  =  0  égal  au  degré 
du  polynôme  P(^,  ;,  rj,  t,...)  qui  annulent  ce  polynôme,  c'est- 
à-dire  que  tout  polynôme  entier  en  x^  à  coefficients  algébriques^  s'an- 
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nule  pour  un  nombre  de  déterminations  algébriques  de  x,  égal  à  son 
degré. 

Si  l'on  suppose  en  outre  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  X  dans  P(a?,  ^,  -/j,  ^,  ...)  soit  l'unité,  on  voit  qu'il  en 
sera  de  môme  dans  R(a7),  c'est-à-dire  que  les  nombres  algébriques 
qui  annulent  le  polynôme  V{x,  ^,  t],  C,  •  •  .)  dont  les  coefficients  sont 
des  nombres  algébriques  entiers^  le  premier  étant  V unité,  sont  des  nom- 
bres algébriques  entiers. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  simple  d'un  polynôme  entier 
en  ?/,  dont  les  coefficients,  sauf  le  premier  qui  est  l'unité,  sont  des 
fonctions  entières  à  coefficients  entiers  d'un  seul  nombre  algébrique 
entier  ^,  racine  de  l'équation  irréductible  f{x)  =  0.  Si  l'on 
désigne  par  g{y^  ^)  ce  polynôme,  on  peut  se  proposer  de  chercher 
quels  sont  les  nombres  algébriques  entiers  qui  vérifient  Véquation 

Nous  formerons  à  cet  effet  le  produit  Jj[^(?/,  t)  étendu  à  toutes 
les  racines  ^i,  ^2,  .  •  • ,  ^n  de  f{x)  et  nous  désignerons  ce  produit, 
qui  est  un  polynôme  entier  en  ?/  à  coefficients  entiers,  par  (j[y). 
On  sait  décomposer  G(î/)  en  facteurs  irréductibles,  soit 

G(?/)=:H%).HM?/) 

la  décomposition  obtenue  ;  la  relation 

n?(!/'  ^0  =  H'(;/).Hî.(y) 

montre  que  l'équation  H(?/)  =  0  admet  nécessairement  une  racine 
au  moins  de  l'une  des  équations  g[y^  h)  =  0,  c'est-à-dire  que 
les  polynômes  H(?/)  et  g{y,  h)  admettent  un  plus  grand  diviseur 
commun  renfermant  y.  Soit  d{y,  ^;)  ce  plus  grand  diviseur  com- 
mun dont  les  coefficients,  sauf  le  premier  qui  est  l'unité,  sont  fonc-  * 
lions  entières  à  coefficients  entiers  de  ^^  ;  on  peut  écrire  les  iden- 
tités en  y  : 

U{y)  =  d{y,^^i).k{y,i^), 

9{y.'^i)^'d{y.^,).l{y.^^,-), 

et  ces  identités  conduisant  à  des  relations  entières  en  ^i  à  coeffi- 
cients entiers  sont  vérifiées,  d'après  une  proposition  connue,  par 
toutes  les  racines  de  l'équation  irréductible    f{x)  =  0. 
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Il  en  résulte  que  E{y)  admet  nécessairement  un  diviseur  com- 
mun d{y,  ^)  avec  g{y,  ç)  et  que  ce  diviseur  est  leur  plus  grand  divi- 
seur commun.  On  peut  donc  dire  que  parmi  les  racines  de  g{y^  ^)  =  0, 
celles  qui  vérifient  la  relation  d[y^  ^)  =:  0  sont  des  racines  de  Véqua- 
iion  irréductible  à  coefficients  entiers  l^y)  ^=  0.  Si  Ton  opère  de 
même  sur  tous  les  diviseurs  irréductibles  de  G{y),  on  peut  définir 
une  fois  et  une  fois  seulement  les  racines  différentes  de  g(y^  ^)  =  0 
comme  racines  des  équations 

d(y/,)  =  0,  d,(y/,)  =  0,..    , 

qui  sont  de  même  forme,  mais  de  degré  moindre  en  ?/,  ou  comme 
racines  d'équations  irréductibles  à  coefficients  entiers. 

Faisons  remarquer,  à  ce  sujet,  que  le  produit  TTrf(?/,i)  étendu 
à  toutes  les  racines  de  f[x)  n'admet  que  des  racines  de  H(?y)  =  U  ; 
ce  produit  est  d'ailleurs  un  polynôme  entier  en  y  h  coefficients 
entiers,  c'est  donc  une  puissance   de  H(î/). 

En  particulier,  si  les  racines  des  équations  d(y^  ^/)  =  0, 
(i  =  1,  2,  . .  .   n)     sont   distinctes,  on  peut  affirmer  que  l'on  a 

Jld{y,ii)=\l{y). 

Il  n'existe  alors  aucune  décomposition  de  d{y,k)  en  facteurs  qui 
soient  fonctions  entières  de  t  Si  l'on  avait  en  effet 

%J)  =  d'(y,£).d"(y,?), 

cette  identité  subsisterait  pour  toutes  les  racines  de  f{x)  et  l'on 
pourrait  en  déduire 

c'est-à-dire  que  E(y)  se  décomposerait   en  facteurs   à  coefficients 
entiers. 

On  dit  que  ce  polynôme  d{y,k)  est  irréductible  dans  le  domaine  algé- 
brique d'intégrité  [^].  Ce  domaine  se  compose,  comme  on  l'a  dit 
plus  haut,  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  du  nombre 
algébrique  entier  ^,  et  l'on  voit  que  le  polynôme  d{y,  V,  n'admet 
pas  de  diviseurs  dont  les  coefficients  soient  des  éléments  du  do- 
maine. 
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VI.  —  Réductibilité  dans  le  domaine  algébrique  [;]. 

31.  Nous  avons  vu  s'introduire,  à  deux  reprises  différentes,  Tétude 
de  la  décomposition  d'un  polynôme  entier  en  xj  dont  les  coefficients 
sont  fonctions  entières  d'un  nombre  algébrique  entier  ^  en  poly- 
nômes possédant  les  mômes  propriétés.  Il  convient  d'appeler  ici 
l'attention  sur  l'importance  de  cette  étude,  importance  qui  va  résul- 
ter de  la  recherche  de  son  origine  naturelle. 

Considérons  l'équation  irréductible  f{x)  =  0  dont  ^  est  Tune 
des  racines.  Nous  pouvons  supposer  qu'on  ait  commencé  l'intro- 
duction des  nombres  algébriques  entiers  dans  le  calcul  par  celle  des 
racines  ^i,  ii,  •  . .,  ^n  de  cette  équation,  c'est-à-dire  qu'on  ait  étendu 
les  groupes  formés  par  les  nombres  entiers  pour  les  deux  modes  : 
addition  et  multiplication,  de  façon  à  ce  qu'ils  renferment  les  sym- 
boles ^1,  ^2v  ■)  ^n-  Les  symboles  qu'il  est  alors  nécessaire  d'introduire 
avec  ^1,  ^2, . .  ,  ^n  sont  nécessairement  tous  ceux  qui  résultent  d'une 
composition  répétée  :  addition  ou  multiplication,  des  symboles 
^i,^2,...,^n  entre  eux  ou  avec  les  nombres  entiers,  c'est-à-dire 
toutes  les  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  ^i,  ^2, • .  -,  ^n- 
On  peut  dire   qu'ils   constituent  le  domaine  algébrique   d'intégrité 

Signalons  en  passant  la  différence  essentielle  qui  existe,  pour 
nous,  entre  un  domaine  algébrique  d'intégrité  [ii,i2f  ••  J«]  et  un 
domaine  d'intégrité  [rz,  ft,. . .,  /]  renfermant  seulement  des  variables 
indéterminées,  domaine  qu'on  appelle  d'habitude  naturel.  Les  élé- 
ments de  ces  domaines  constituent  un  groupe,  soit  par  leur  addition, 
soit  par  leur  multiplication,  mais  alors  que  la  table  de  structure  du 
groupe  formé  des  fonctions  entières  de  a,  /^, . . . ,  /  dérive  uniquement 
des  lois  naturelles  de  l'addition  et  de  la  multiplication,  la  table  de 
structure  du  groupe  formé  de  l'ensemble  des  fonctions  entières  à 
coefficients  entiers  de  $,,  ^2,  • .  ,  ^n  nécessite,  pour  être  construite, 
l'usage  des  n  relations  fondamentales  ajoutées  arbitrairement  : 

^1  +  ^2  H h  ^n=::V^, 


^1^2 ^n=--Vn' 
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L'introduction  dans  le  calcul ,  des  nombres  algébriques  ?i  J2, .  . . ,  ^n 
change  le  caractère  de  certaines  équations  irréductibles.  On  voit  en 
effet  que  des  équations,  irréductibles  dans  le  domaine  des  nombres 
entiers,  deviennent  réductibles  dans  le  domaine  [^,,  ^ovJJ  ;  enpar- 
ticulier  celles  qui  admettent  pour  racines  des  fonctions  entières  à 
coefficients  entiers  de  ^i,  ^21. .  -,  ^n,  admettront  des  diviseurs  du  pre- 
mier degré.  Si  Ton  veut,  par  conséquent,  continuer  Tintroduction 
des  symboles  algébriques  en  se  bornant  aux  symboles  nécessaires^ 
c'est-à-dire  en  n'employant  de  nouveaux  noms  et  de  nouveaux 
signes  que  pour  des  symboles  qui  ne  s'expriment  pas  comme  fonctions 
entières  de  ^1,^3,  ..,^;,,  il  sera  z/îâfi,s7)(???sa/y/e  de  savoir  décomposer 
un  polynôme  irréductible  g{ij)  en  facteurs  qui  soient  des  fonctions 
entières  de  ^1,  ^2,  ■  .,  ^^n  ou  du  moins  de  reconnaître  si  une  telle  dé- 
composition existe  et  de  la  pousser  dans  ce  cas  aussi  loin  que  pos- 
sible. On  ne  s'arrêtera  donc  que  lorsqu'on  parviendra  à  des  polynô- 
mes rf(î/,  ^1,  ^2,. . . ,  ^")  pour  lesquels  il  n'existera  pas  de  diviseurs 
entiers  en  ?/,  ^1,  ^2,-  •  • ,  ^^n  et  qu'on  appellera  polynômes  irréductibles 
dans  le  domaine  algébrique  d'intégrité  [^1,  ^2,  •  •  • ,  y. 

L'étude  de  la  réductibilité  dans  un  domaine  algébrique  [^1,  ^2,..-,  y 
s'offre  donc  dès  le  début  comme  une  chose  essentielle  à  approfon- 
dir pour  que  l'on  puisse  constituer  synthétiquement  l'ensemble  des 
entiers  algébriques,  et  de  plus,  à  approfondir auec  des  moyens  déter- 
minés :  on  ne  doit  en  effet  faire  usage  que  des  éléments  déjà  intro- 
duits dans  le  calcul,  c'est-à-dire  ceux  du  domaine  [^1,^2,  •  •  -,  y. 

32.  Faisons  en  terminant  une  observation  importante.  Nous  avons 
vu  qu'on  est  conduit  à  introduire  simultanément  dans  le  calcul, 
les  n  symboles  qui  vérifient  la  relation  f{x)  =  0.  Il  n'est  pas 
indispensable  d'opérer  ainsi.  Par  exemple,  on  peut  se  proposer,  en 
introduisant  dans  le  calcul  les  symboles  algébriques,  d'en  introduire 
le  moins  possible  à  la  fois.  Considérons  par  exemple,  l'équation 
f[x)  =  0  sur  laquelle  nous  venons  de  raisonner;  nous  désignerons 
par  k  une  racine  de  cette  équation,  naturellement  prise  au  hasard 
parmi  ses  n  racines,  c'est-à-dire  un  symbole  qui,  vérifiant  la  con- 
dition f{^)  =  0,  se  composera  avec  lui-même  et  avec  les  nombres 
entiers  en  suivant  les  lois  de  l'addition  et  de  la  multiplication  des 
entiers,  et  nous  considérerons  l'ensemble  des  symboles  qu'on  ob- 
tient ainsi,   c'est-à-dire  le  domaine  algébrique  d'intégrité  [k].  Nous 
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remarquons  que  le  caractère  de  certaines  équations  au  point  de 
vue  de  Texistence  ou  de  la  non  existence  des  racines  a  changé 
complètement;  il  existe  en  effet  comme  précédemment  des  équa- 
tions irréductibles  dans  le  domaine  des  nombres  entiers  qui  ad- 
mettent des  racines  dans  le  domaine  [^],  d'autres  qui  sans  admettre 
de  racines  se  décomposent  en  équations  d'ordre  inférieur,  etc.  Il 
est  également  indispensable  ici,  pour  continuer  l'introduction 
des  symboles  algébriques  sans  en  introduire  de  superflus,  de 
pouvoir  fixer  la  décomposition  de  tout  polynôme  irréductible  à 
coefficients  entiers,  dans  le  nouveau  domaine,  c'est-à-dire  d'étu- 
dier la  réductibilité  dans  le  domaine  algébrique  d'intégrité  [^]. 
Comme  précédemment,  il  est  nécessaire  de  faire  cela  en  n'em- 
ployant que  les  éléments  déjà  introduits  dans  le  calcul,  c'est-à-dire 
les  fonctions  entières  de  ^  à  coefficients  entiers.  A  l'égard  du  do- 
maine [^]  nous  ferons  remarquer  (\\x' a  priori  il  parait  beaucoup  plus 
simple  que  le  domaine  [^i,  ^2,  .  •  -,  y*,  pour  construire  en  effet  les 
tables  de  structure  des  groupes  que  constituent  ses  éléments,  il  suf- 
fira de  tenir  compte  d'ime  seule  relation  fondamentale ,  /■(^)  =  0. 
On  peut  en  outre  ajouter  que  tous  les  éléments  du  domaine  sont 
distincts,  puisque  la  seule  relation  rationnelle  que  vérifie  ^  est  la 
relation  f[\)  —  0  ;  il  n'en  est  pas  toujours  de  môme  des  éléments 
du  domaine  [^1,  ço,- •  • ,  in],  c'est-à-dire  des  polynômes  entiers  en 
^1,  ^2,  . . .,  In  de  degré  n  —  l  en  ^/,  et  nous  verrons  que  c'est  là  ce 
qui  fait  à  la  fois  la  difficulté  et  l'importance  de  l'étude  séparée  des 
diverses  équations  irréductibles,  lorsqu'on  introduit  simultanément 
toutes  leurs  racines,  ce  qui  est  indispensable  pour  les  étudier  com- 
plètement. 


'<^^   OP  THE 
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CHAPITRE  III 
LES    SYSTÈMES    D'ÉQUATIONS 


33.    Désignons  par  f[x)  le  polynôme  irréductible   à  cocfTicients 

entiers 

x''  —  pi  a?"-»+   àzPn-, 

nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent  que  si  des  symboles 
différents  ^i,  ^2,  ,  ^n,  possédant  les  deux  modes  de  composi- 
tion des  entiers  positifs  que  Ton  appelle  addition  et  multiplication, 
vérifient  les  n  relations 

/•(y  =  0,        (i  =  i,  2,  ...,  w), 

ces  mêmes  symboles  vérifient  également  l'identité  en  x 

f{x)  =  {x-^,){x—'^,)  ...  {x  —  D 
ou  encore  les  n  relations 

Si   =  ]h,  S2   =  ^2,    .  .  .  ,    Sn  =   Pn, 

lorsqu'on  désigne  par  Si,  S2,  ...,  S,,  leurs  fonctions  symétriques 
élémentaires.  Il  est  visible  que,  réciproquement,  lorsque  des  sym- 
boles différents  r^,  r,^,  . . .,  r^,,,  possédant  les' mêmes  modes  de  com- 
position, vérifient  ces  dernières  relations.  Ton  pourra  écrire  Tiden- 
tité  en  x 

f\x)  =  {x  —  7)i)(a-  —  r^a)  ...{x  —  r;„), 

et  si  Ton  observe  enfin  qu'un  polynôme  entier  à  coefficients  entiers 
ne  peut  être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré  x  —  x^,  où  les 
Xi  possèdent  les  modes  de  composition  indiqués  plus  haut,  que 
d'une  seule  manière,  on  en  conclura  qu'à  rordre  de  leurs  éléments 
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près^  les  deux  suites  ^i,  ^2,  • . .,  ^^  ©t  r^ij  t]^^  . .  ,  ^n  sont  identiques. 
Nous  pourrons  par  conséquent,  en  faisant  abstraction  de  cet  ordre, 
qui  dépend  uniquement  des  notations  adoptées,  lesquelles  ont  été 
choisies  arbitrairement^  regarder  les  ^  comme  assujettis  simplement 
à  posséder  les  deux  modes  de  composition  déjà  spécifiés  et  à  véri- 
fier les  n  relations 

C'est  de  là  que  nous  partirons  pour  établir  que  le  calcul  des 
symboles  ^  est  déterminé  d'une  manière  unique  et  ne  renferme 
point  de  contradiction.  On  a  déjà  fait  observer  qu'il  est  indispen- 
sable pour  cet  objet  de  savoir  former  toutes  les  conséquences  des 
relations  de  définition  ;  ajoutons  ici  qu'il  n'y  a  évidemment  lieu  pour 
nous  de  considérer  que  celles  de  ces  conséquences  qui  se  déduisent 
des  relations  données  par  l'application  des  deux  seuls  modes  de 
composition  des  ^  que  nous  avons  définis.  Nous  sommes  ainsi 
amenés  à  rechercher  toutes  les  relations  entières  en  ^1,  ^2,  .  •  -,  ^^  à 
coefficients  entiers  qui  se  peuvent  conclure  des  relations 

Si  =  /Ji,  S2=/?2,  •••  Sn  =  Pu- 

ions étudierons  dans  ce  chapitre  le  problème  plus  général  qui 
consiste  à  rechercher  toutes  les  relations  entières  en  x^  x^,  . . .,  Xn 
à   coefficients  entiers  qui  résultent  nécessairement  de  p  relations 

données  : 

Fi(a^,,  a^2,  ...,  Xn)  =  0, 

F2(a?i,  X2,  ...,  x^)  =  0, 


r jj[Xi^  a?2,   ...,  3Cn)  —  0, 

dans  lesquelles  les  F  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  et 
les  X  des  symboles  qui  se  composent,  entre  eux  et  avec  les  nom- 
bres entiers,  par  addition  et  multiplication  en  suivant  les  lois  de 
composition  des  nombres  entiers.  Il  nous  semble  inutile  de  rappeler 
qu'il  en  résulte  que  les  polynômes  entiers  en  a?i,  cca,  . . . ,  o^n  à  coeffi- 
cients entiers  se  composent  alors  entre  eux  de  la  même  manière. 

Enfin,  parmi  les  divers  systèmes  de  relations  que  l'on  peut  ainsi 
former,  nous  insisterons  plus  particulièrement  sur  ceux  qui  déter- 
minent les  symboles  a?i,  a?2ï  -  •>  ^n-  Nous  voulons  dire  par  là  que 
les  relations  données  n'étant  point  contradictoires,  aucun  des  sym- 
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boles  Xi,  x^,  . . . ,  x,^  ne  peut  être  choisi  d'une  façon  arbitraire  dans 
un  ensemble  de  symboles  connus,  par  exemple  parmi  les  nombres 
entiers  ;  nous  donnerons  à  ces  systèmes  le  nom  de  systèmes  d'équa- 
tions à  solutions  déterminées. 


I.  —  Les  équations  linéaires. 


34.  Examinons  d'abord  un  cas  très  simple,  dont  la  solution  sera 
cependant  fréquemment  appliquée  dans  la  suite  ;  ce  cas  est  celui 
dans  lequel  tous  les  polynômes  Fi,  F2,  ...,  F^.  sont  du  premier  degré 
par  rapport  à  chacun  des  symboles  x^  x^,  .  .  .,  x,,  et  aussi  par  rajjport 
à  leur  ensemble;  on  dit  qu'ils  sont  linéaires  en  iCi,  x,,  . .  . ,  x,^. 

Le  système  d'équations  donné  a  par  conséquent  la  forme 

Fi  =  ai,iXi-{-ai,^_x^-\-...-hai^nXn-+-  ^1  =  ^5 


(1) 


F^,  =  rt^„jXi  +  a^„2.T.2  +  . . .  +  aj,,n^n  -^bj,=  0. 


Nous  y  supposerons  en  premier  lieu  p  =  n,    c'est-k-dire  le  nombre 
des  relations  égal  au  nombre  des  symboles  x  gui  y  figurent. 
Considérons  un  nouveau  symbole  :;  lié  aux  x  parla  relation 

z  =  UiXi  -h  i^x-i  -\- h  W„.T,j  , 

dans  laquelle  les  u  sont  des  nombres  entiers  dont  on  ne  fixe  pas 
d'abord  la  détermination,  mais  que  l'on  ne  supposera  jamais  nuls 
simultanément,  de  sorte  qu'il  n'y  a  réellement  que  n'— 1  des 
u  qui  sont  indéterminés;  on  peut  regarder  Fensemble  des  relations 
données  et  de  la  nouvelle  relation 

comme  un  système  de  (n+  1)  relations  entre  les  in  +  1)  sym- 
boles Xi,x.,  ...,Xn  et  s;  c'est  sur  ce  système  que  nous  allons 
raisonner. 

Si  nous  supposons  connue  la  théorie  des  déterminants,  ce  qui  est 
légitime  puisque   cette    théorie   s'établit  indépendamment  de  nos 
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considérations  (*),  nous  observons  que  ces  (n-H  i)  relations  expri- 
ment simplement  que  les  éléments  de  la  dernière  colonne  du  déter- 
minant D  : 


D  = 


b. 


^n^n       ^n 


sont  une  même  fonction  linéaire  et  homogène  des  éléments  corres- 
pondants des  n  premières.  Le  déterminant  D  est  donc  égal  à  zéro, 
et  en  le  développant  suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne  on  a 

A,  Al,  . . . ,  A„  étant  des  déterminants  qu'il  est  facile  de  former. 

Le  déterminant  A  est  un  nombre  entier  déterminé,  supposons-le 
différent  de  zéro  ;  il  résultera  de  là  que  quelles  que  soient  les  déter- 
minations entières  que  Ton  donne  aux  w,  z  sera  un  nombre  rationnel 
déterminé.  Il  suffit  en  outre  de  remarquer  qu'en  remplaçant  Ui  par 
ui  -\-  h  on  doit  obtenir  une  identité  en  li  pour  déduire  de  cette 
môme  relation  en  z,  les  n  relations 

fin 


Aa?i  ~  Al , 


A;r. 


A.T„  =  A, 


qui   expriment  que  les  x   sont  également  des  nombres  rationnels 
déterminés. 

Considérons  ces  n  relations  (II)  qui  sont,  d'après  notre  raisonne- 
ment, des  conséquences  nécessaires  des  relations  données  ;  il  est 
facile  de  voir  qu'elles  sont  simplement  des  combinaisons  linéaires 
à  coefficients  entiers  de  ces  dernières.  On  a  en  effet  identiquement 

^Xi—^i  =  Ai„-Fi  -i-  A2^^F.2  -i-  •  •  •  4-  A>,,iF,, , 

en  désignant  par  A^,  Ag,;,  . . .,  A„,j,  les  coefficients  des  éléments  de 
la  colonne  de  rang  i  dans  le  développement  de  A 


(*)  L'emploi  des  déterminants  n'est  d'ailleurs  nullement  indispensable  ici  ;  nous' 
l'adoptons  uniquement  parce  qu'il  permet  d'arriver  d'une  manière  commode  à 
des  résultats  mis  sous  imc  forme  élégante  . 
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Nous  allons  montrer  qu'à  un  facteur  près  égal  à  A,   la  réciproque  a 
lieu  et  par  conséquent  que  les  relations  données  entre  les  x  sont 
également  des  conséquences  nécessaires  des  relations  (II). 
Si  Ton  considère,  en  effet,  les  égalités 

{k  =  1,  2,  ...  n), 
qui  expriment  une  propriété  bien  connue  du  déterminant  D,  elles 
permettent  d'écrire  les  identités  en  x^,  x^,  .  • .,  ^n 

^^k  =  «;c,i(Aa?i  —  Al)  +  •  •  •  +  «/.-,»(  Ax„  —  A^) 
[k=  1,2,  ...n), 
et,  comme  nous  supposons  A  différent  de  zéro^  on  pourra  déduire 
des  relations  (II)  les  relations  données 

F,  =  0  (A^  =  l,  2,  ...,n). 

Les  systèmes  (I)  et  (II),  dans  le  cas  où  A  est  différent  de  zéro, 
conduisent  par  suite  auxmêmes  conséquences  relativement  à  x^,  x^,  .  .  .  Xn\ 
on  dit  de  deux  systèmes  qui  possèdent  cette  propriété  qu'ils  sont 
équivalents. 

35.  La  connaissance  du  cas  où  a  est  égal  à  zéro  résulte  de 
l'étude  du  cas  général  où  le  nombre  p  des  équations  n'est  pas  néces- 
sairement égal  au  nombre  n  des  symboles  x^,  x^,  . . .,  Xn.  Nous  sup- 
posons bien  entendu  pour  cette  étude  que  tous  les  coefficients 
auk{i=  1,  2,  ...,p,  /v  =  1,2,  ...,  n)  ne  sont  pas  nuls,  sans  quoi 
les  symboles  o^,,  .  .  .,Xn  disparaîtraient  des  équations  données.  On 
peut  alors  alïirmer  que  tous  les  déterminants  quon  peut  former  avec 
les  coefficients  de  r  symboles  pris  dans  r  équations  quelconques,  ne  sont 
pas  nuls  quel  que  soit  r,  puisque  pour  r  =  i  ces  déterminants 
sont  les  coeflicients  a,,/..  Il  existe  donc  un  nombre  entier  positif  r, 
au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  n  et  p,  tel  que  tous  les  dé- 
terminants d'ordre  supérieur  à  r,  formés  comme  il  vient  d'être  dit, 
sont  nuls,  l'un  au  moins  des  déterminants  d'ordre  r  étant  différent 
de  zéro.  Nous  désignerons  par  A  ce  déterminant  d'ordre  r  et  nous 
l'appellerons  déterminant  principal. 

Considérons  les  r  équations  qui  ont  conduit  à  ce  déterminant  A  ; 
nous  pouvons  toujours  supposer,  en  changeant  les  notations,  que 
les  r  symboles  dont  les  coefficients  figurent  dans   A   sont  précisé- 
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ment  a?i,  x^,  . . .,  x,..  Il  est  alors  clair  que  l'on  peut  remplacer  ces 
r  équations  par  le  système  équivalent 

(III)  LXi  —  A,>_^ia?,_^i  H-  . . .  +  A,-,„a?„  +  A,- 

(i  =  1,2,  ...  ,r), 

dans  lesquel  les  A,^„^/^  sont  des  déterminants  dont  la  composition 
est  immédiate.  Envisageons  maintenant  les  p  —  r  équations  qui 
restent 

(a  =  r 4-1,  ...  ,2^); 
il  résulte  de  l'expression  obtenue  plus  haut  pour 

que  l'on  peut  écrire  la  relation 

en  désignant  par  G»  le  déterminant 

ai,r+i  a?r-+-iH h«i,„  x^  H-  ^1 


^7',r-|-l  ^j--(-l 


"a..n   Xy,  ■ 


t'a,?'-!-!  <^r-\-i  ^~ 

obtenu  en  bordant  A  d'une  ligne  et  d'une  colonne,  déterminant  qui 
se  réduit  manifestement  à 


(Xa,i     .  .  .     (lai,r       ^a 

d'après  les  hypothèses  faites  pour  définir  a.  Ce  résultat  pouvait 
d'ailleurs  s'obtenir  immédiatement  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (III). 

Les  déterminants  C^  que  l'on  vient  de  former  sont  appelés  déter- 
minants caractéristiques.  On  voit  que  si  tous  ces  déterminants  sont 
nuls  les  (p  ~  r)  équations  F^,  —  0  sont  des  conséquences  néces- 
saires des  équations  (III)  ;  le  système  des  équations  données  est  donc 
équivalent  au  système  (III)  formé  seulement  de  r  équations. 

Si,  au  contraire,  les  Ga  ne  sont  pas  tous  nuls,  il  est  impossible 
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que  les  relations  (III)  et  les  relations  F,  =  0  aient  lieu  simulta- 
nément; les  équations  données  sont  donc  contradictoires  avec  les  con- 
ditions imposées  aux  symboles  x^,  x^,  .  . .,  a:„;  on  dit  aussi  quelque- 
fois qu  elles  sont  incompatibles. 

36.  Il  est  bien  clair  que  dans  le  cas  où  tous  les  G»  sont  nuls,  si 
nous  choisissons  pour  Xr^,,  . . .,  a?„  des  nombres  rationnels  arbitrai- 
res, les  r  équations  (III)  expriment  que  x,,  x,,  ...,  Xn  sont  des  nom- 
bres rationnels  bien  déterminés.  On  obtient  d'ailleurs  ainsi  tous 
les  systèmes  de  nombres    rationnels  qui   vérifient   les    équations 

(III). 

Nous  dirons,  pour  mettre  ce  fait  en  évidence,  que  le  système  (III) 
présente  une  indétermination  d'ordre  [n  —  r)  ou  encore  que  ses 
solutions  sont  [n  —  r)  fois  indéterminées,  en  appelant  solution 
du  système  tout  ensemble  de  nombres  rationnels  qui,  mis  respecti- 
vement à  la  place  de  x,,  x,,  . . . .  x„,  transforment  les  relations  (III) 
en  identités. 

Nous  ferons  également  observer  ici,  dans  le  cas  particulier  de  n 
équations  entre  n  symboles  xi  pour  lesquelles  les  b  sont  tous  nuls, 
c'est-à-dire  dans  le  cas  de  n  équations  homogènes,  que  lorsque  le 
déterminant  des  a,,,  n  est  pas  nul,  les  nombres  rationnels  qui  sont 
définis  d'une  manière  unique  par  ces  équations  sont  tous  nuls 
et  que  lorsque  le  déterminant  des  a,-,/,  est  nul,  il  existe  certaine- 
ment d'autres  solutions.  On  conclut  de  là  la  réciproque  d'une  pro- 
position bien  connue  de  la  théorie  des  déterminants,  réciproque 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  si  un  déterminant  est  nul,  les  éléments  de 
chacune  de  ses  lignes  vérifient  une  même  relation  linéaire  et  homogène, 
dont  les  coelJicients  ne  sont  pas  tous  nuls.  La  même  proposition  a  lieu 
pour  les  colonnes.  Nous  aurons,  plus  loin,  l'occasion  d'dtiliscr  cette 
remarque.  ^^ 

II.  —  Résultant  de  deux  polynômes.  —  Discriminant. 

37.  Avant  d'aborder  des  cas  plus  complexes,  il  est  commode  de 
résoudre  une  question  dont  la  solution  sera  utilisée  dans  leur  étude. 
C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  maintenant,  en  insistant 
môme  un  peu  plus  qu'il  ne  le  serait  strictement  nécessaire  pour  les 
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applications  ultérieures,  à  cause  de  l'intérêt  que  présente  la  ques- 
tion en  elle-même. 

On  considère  deux  polynômes  entiers  en  x,  de  degrés  déterminés  m 

et  p  : 

f[x)  =  a?"'  4-  a,x'''-^  H h  «,„, 

g(^x)  =  x^'  -f-  b^x^'"'^  H +6^, 

ayant  comme  coefficients  des  entiers  dont  on  ne  fixe  pas  d'abord  la  dé- 
termination ;  on  demande  de  former  des  relations  nécessaires  et  suffi- 
santes que  devront  vérifier  ces  entiers  pour  que  les  polynômes  aient  un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degré  déterminé^  q. 

Si  les  polynômes  f{x)  et  g{x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur 
D(a?),  de  degré  q,  on  peut  écrire  les  identités  en  x: 

f{x)r=B{x).f,{x), 

g{x)  =  —  Y){x).g,{x), 

dans  lesquelles  f^(x)  et  gi(x)  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  h 
coefficients  entiers,  de  degrés  respectivement  m  —  q  et  p  —  q 
et  dont  on  peut  supposer  les  premiers  coefficients  égaux  Tun  à 
-H  1     l'autre  à    —  1.     On  déduit  de  là  la  nouvelle  identité 

f{x).g,{x)-^f,(x).g{x)  =  0. 

Inversement ,    si  fi{x)   et  gi{x)  sont   des  polynômes   de  degrés 
m  —  q     et    p—  q     vérifiant  l'identité 

f{x).g,[x)-\-f,{x).g{x)  =  0, 

il  existe  entre  f[x)  et  g[x)  un  plus  grand  diviseur  commun  de  degré 
au  moins  égal  à  q.  En  effet,  dans  le  cas  où  fi{x)  et  gi(x)  sont  pre- 
miers entre  eux,  l'identité  précédente  montre  que  gxix)  est  un  divi- 
seur de  g{x),  et  si  l'on  écrit 

g{x)  =  —  gi{x).D{x), 

-D(a?)  étant  de  degré  q,  il  en  résulte  f{x)  =  —  fi{x].  D(a?),  ce  qui  éta- 
blit la  proposition.  Si,  au  contraire,  fi(x)  et  gi{x]  ont  un  plus  grand 
diviseur  commun  de  degré  r,  on  a,  en  désignant  par  f2{x)  et  g^ix) 
leurs  quotients  par  ce  diviseur,  la  nouvelle  identité 

f{x).g.[x)-\-f^[x).g[x)  =  0, 

qui  exprime  que  f(x)  et  g{x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  de 
degré     q-{-r. 
Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  chercher  des  conditions  nécessaires 
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et  suffisantes  pour  qu'il  existe  des  polynômes  en  x,  de  degrés  respecti- 
vement    m -— q     et     p  —  q,     vérifiant  V identité 

f{x).g,{x)-^f,{x).9{x)  =  0. 
Posons,  d'une  manière  générale, 

f^{x)  =  aia?"^-i  -t-  a,a?'"-2  h 1-  a^, 

g,{x)  =  ?,xP-'  4-  M'^-^-H  ■■■-^?p\ 
on  aura  Tidentité  en  x 


f,(x).g,{x)^f,(x).g{x)  =  ^,F, 


P.F, 


4-aiGi, 


dans  laquelle  F;  et  G;^  désignent  respectivement  les  polynômes 
xP-'f{x)  et  .r'"-^^(ar). 

Considérons  maintenant  le  déterminant  R,  d'ordre  m-{-p, 
formé  avec  les  coefficients  des  m-hp  polynômes  Fi,  ...,  F;., 
Gm,  ...,  Gi,  dont  le  degré  en  x  est  au  plus  égal  à  m -h  p  —  1  ; 
on  a 
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Nous  observons  que  l'identité  en  x 

PiFjH hp;,F^-ha,nG„ 


a^Gi  =  0 
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exprime  simplement  qu'il  existe  entre  les  éléments  y^^  ?/2,  ...,  yp^vi 
de  chaque  colonne  du  déterminant  R,  la  relation  linéaire  et  homo- 
gène 

Pijyi  H h  ^pVp  -+-  (x^yp+i  H 4-  ^iyp^m  =  0, 

et  par  suite  que  ce  déterminant  R  est  nul.  Réciproquement,  lors- 
que R  est  nul,  il  existe  entre  les  éléments  de  chaque  colonne  de  R 
une  même  relation  linéaire  et  homogène  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  tous  nuls  ;  on  peut  donc  écrire  Fidentité  en  x 

PiFt  H h  ^,F,.  -h  a,„G,,  H h  aiGi  =  0, 

en  désignant  par  pi,  . . . ,  p^,,  a„,,  . . . ,  a^  les  coefficients  de  cette  re- 
lation. Faisons  remarquer  qu'il  résulte  de  ce  que  les  coefficients 
des  plus  hautes  puissances  de  x,  dans  les  F  et  les  G,  sont  tou- 
jours égaux  à  l'unité,  que  si  pi  est  le  premier  des  p  qui  soit  diffé- 
rent de  zéro,  a;,  qui  est  égal  à  —  p,-,  est  nécessairement  différent 
de  zéro  et  c'est  le  premier  des  a  qui  n'est  pas  nul.  L'identité  écrite 
exprime  dans  ce  cas  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x) 
et  g  {x)  est  au  moins  de  degré  i. 

Nous  pouvons  conclure  de  ce  qui  précède  que  la  relation  R  =  0 
est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes  f[x)  et  g[x)  aient 
un  diviseur  commun. 

38.  Proposons-nous  de  chercher  des  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  le  diviseur  commun  soit  au  moins  du  second  de- 
gré, c'est-à-dire  pour  qu'il  existe  une  identité  en  x: 

P2F2  +  •  •  •  +  ['iX^p  +  <^nSjm  H H  a^Ga  =  0. 

Une  identité  de  cette  forme,  lorsqu'elle  existe,  exprime  en  parti- 
culier que  les  éléments  1/2,  y^,  . . . ,  yp~\-m-\  de  chaque  colonne  du 
déterminant  Ri,  qu'on  obtient  en  supprimant  dans  R  les  lignes  et 
les  colonnes  extrêmes^  sont  liés  par  la  relation 

P2?/2  -f-  •  •  •  +  ^pyp  4-  ^myp^i  -\ h  ^^yp-^m-X  =  0, 

et  par  suite  que  le  déterminant  Ri  est  nul. 

Inversement,  si  l'on  a  Ri  r=:  0,  il  existe  des  coefficients  non 
tous  nuls,  p2,  . . . ,  P;,,  «m,  . .  • ,  «2,  tels  que  l'on  ait  pour  chaque 
colonne  de  Ri  la  relation 

P2^2  H-  •  •  •  -H  ?pyp  +  cc^yp^i  -4-  •  •  •  +  <^2yp^m-i  ==  0. 
Formons  avec  ces  coefficients  l'expression 

P2F2  H-  •  •  •  +  P,,F^-i-  a^G,n  -H  •  •  •  4-  «2^2  ; 
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elle  se  réduira  visiblement  à  la  combinaison  indépendante  de  x  : 

Mais  si  nous  supposons  que  Ton  a  également  R  =  0,  c'est-à- 
dire  qu'il  existe  un  diviseur  commun  à  f{x)  et  à  g{x),  cette  expres- 
sion sera  nécessairement  égale  à  zéro.  On  aura  donc  l'identité 

P2F2  -i-  .  .  .  +  ?pF^  -+-  a,„G,,  +   .  .  .  4-  a^G,  =  0, 

et  par  suite  f{x)  et  g{x}  admettront  un  diviseur  commun  qui  sera 
au  moins  du  second  degré. 

Les  relations  R  =  0,  Ri  :=:  0  donnent  ainsi  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  Vexistence  d'un  diviseur  commun  à  f[x)  et  à 
g{x)  dont  le  degré  soit  au  moins  égal  à  2. 

La  proposition  peut  d'ailleurs  s'étendre  facilement  ;  il  suffit  de  la 
supposer  démontrée  lorsque  le  diviseur  commun  est  de  degré  au 
moins  égal  à  q,  pour  qu'on  puisse  l'établir,  en  appliquant  le  rai- 
sonnement précédent,  dans  le  cas  où  ce  diviseur  commun  est  au 
moins  de  degré  q-\-i.  Si  l'on  désigne  par  Ri  le  déterminant 
d'ordre  m-\-  p  —  ^i  que  l'on  obtient  en  supprimant  dans  R,  les  2/ 
lignes  et  les  2î  colonnes  extrêmes  (les  i  premières  et  les  i  dernières), 
on  peut  donc  dire  que  les  relations 

R  =  0,  Ri  =  0,    . . .   R,_,  =  0 

sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  pohjnomes  f{x)    et    g{x) 
aient  un  diviseur  commun  de  degré  au  moins  égal  à  q. 

Il  est  aisé  de  donner,  lorsqu'on  fixe  son  degré,  l'expression  du 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  f{x)  et  ^(a?). 
Considérons,  en  effet,  la  suite  des  déterminants  Ri,  R2,  ...,  R<^ 
dont  chacun  se  déduit  du  précédent  par  suppression  des  lignes  et 
des  colonnes  extrêmes  ;  nous  désignerons  par 

les  coefficients  des  éléments  de  la  dernière  ^colonne  de   R,    dans  le 
développement  de  ce  déterminant. 
On  a  évidemment  les  identités  en  x  : 

Ba.iFa  +• .  •  -I-  B^,iPVh  A,„,iG^4-  •  •  •  4-  Aa.iG,  =  Ri^P  -f-  Si,i, 

B3,2F3  +  .  •  •  +  B;„2Fi.4-  A,„,2G,n-+-   ...  -h  A3,2G3    =   n^OC^  4-  Si,2X  +  82,2, 

B,_^_i„F,_^.i-h. .  •Bp,tF^-f-A„,,i,G^H-  •  .H-A,-4.i,iG,=:R,ar^'-4-Si„x^-*-f-.  •  •-!-  S,„-, 


/ 
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dont  le  nombre  est  le  plus  petit  des  entiers  m  et  p.  Les  coefficients 
Sft,j  qui  figurent  dans  les  seconds  membres,  sont  des  déterminants 
qu'on  déduit  de  R;  en  y  remplaçant  simplement  les  éléments  de  la 
dernière  colonne  par  les  éléments  correspondants  de  la  colonne  de 
R,  dont  le  rang  surpasse  de  k  celui  de  cette  dernière  colonne 
de  R,. 
Ces  identités  montrent  immédiatement  que  si  l'on  a 

mais  non  R^  =  0,  le  degré  du  diviseur  commun  qui  est  au  moins 
égal  h  q  ne  peut  surpasser  q.  Il  existe  donc  dans  ce  cas  un  plus 
grand  diviseur  commun  de  degré  q,  qui,  à  un  facteur  près  indépen- 
dant de    X,    est  nécessairement  le  poUjnome 

R5.Tî-l-Si,gX^^-^4----  +  S^,5. 

39.  Le  déterminant  R,  que  nous  avons  appris  à  former,  et  qui, 
lorsqu'on  Tégale  à  zéro,  donne  la  condition  nécessaire  et  sufli santé 
de  l'existence  d'un  diviseur  commun  à  f[x)  et  à  g[x),  est  appelé  le 
résultant  de  ces  deux  polynômes.  Nous  nous  bornerons  à  en  signa- 
ler maintenant  deux  propriétés  importantes. 

La  première  est  exprimée  par  l'identité 

BiFi  4-  ...  -h B^F^+  A,„G^  +  . • .  -h  A,Gi  =  R, 
dans  laquelle  nous  avons  désigné  par  Bi,   ...,  B^^,  A,„,   ...,  Ailes 
coefficients  des  éléments  de  la  dernière  colonne  du   déterminant  R 
dans  le  développement  de  ce  déterminant  ;  on  l'énonce  en  disant 
que  le  résultant  R  est  une  combinaison  linéaire  des  polynômes 

f[x)  et  g[x). 

La  seconde,  d'une  nature  toute  différente,  est  relative  à  la  consti- 
tution de    R    considéré   comme  polynôme  en  ai,    a^,  ...   ,    a„i,  ^i, 
^2,  •••  ,  bp  •  Lorsqu'on  remj)lace  dans  R  les  symboles  ai  et  b^   respec- 
tivement par  «jXv  et  b^V^  pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  /t,    on  obtient 
un  monôme  en  1  de  degré  mp. 
^^  Envisageons  en  effet  le  déterminant  par  lequel  nous  avons  exprimé 
v/     ce  résultant  ;  il  est  clair  qu'il'suffit  de  multiplier  respectivem&tit  par 
[^   /^X,  X^  ...,  X^,  X"\  X»'^-^,   ...,  X  les  éléments  des  lignes  de  ce  déter- 
jf/  /        minant  prises  dans  leur  ordre  naturel,  pour  que  la  colonne  de  rang 
r  soit  uniquement  formée  d'éléments  de  degré  r  par  rapport  à  X. 
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On  obtient  donc  ainsi  un  monôme  en  X  de  degré  égal  à  la  somme 

,,,,.,      1        ,    (m-f-»)(wH- p  —  i) 
1 -f- 2-4- ••• -l-(w  +  p),     cest-a-dire  de  degré   ^-^^— — ^ 

Là 

et   si  Ton  remarque  qu'on  a  multiplié   R   par  une  puissance  de    X 
d  ordre  égal  a  ^  h ^ ,    1  on  pourra  en  conclure  que  R 

Là  2i 

était  un  monôme  en  X  de  degré  égal  à 

(m-+-p)(w  +  p  —  1)      p(/9  — 1)       m(m  —  1) 


c'est-à-dire  de  degré  égal  à   mip.    C'est  précisément  la  proposition 
annoncée. 

Une  autre  propriété  du  résultant  se  laisse  facilement  déduire  de 
là.  Nous  supposerons  pour  l'établir  que  les  polynômes  f{x)  et  g{;x) 
sont  décomposables  en  facteurs  du  premier  degré  ;  nous  voulons 
dire  par  là  qu'on  a  les  deux  identités  en  x 

fix)  =  {x  —  y,)[x  —  y.)  ...{x~  ijm), 

g{x)  =  {x  —  Zi){x  —  z.)  ...{x  —  Zp), 

dans  lesquelles  les  y  et  les  z  désignent  des  entiers  dont  on  ne  fixe  pas 
la  détermination.  Les  a  et  les  h  sont  alors,  au  signe  près,  les  fonctions 
symétriques  élémentaires  des  y  et  des  z,  et  si  l'on  remarque  que  a, 
et  bi  sont  précisément  de  degré  i  par  rapport  à  l'ensemble  des 
lettres  y  et  z,  on  peut  en  conclure,  en  se  reportant  à  la  démons- 
tration précédente,  que  le  résultant  R  est  un  polynôme  entier  par 
rapport  aux  y  et  aux  z,  dont  les  coefficients  sont  entiers  et  le  de- 
gré par  rapport  à  l'ensemble  de  ces  lettres  égal  à  mp.  Il  est  aisé 
de  donner  l'expression  de  ce  polynôme.  Si  nous  observons,  en  effet, 
que  lorsqu'on  remplace  yi  par  Zh,  quels  que  soient  d'arlleurs  i  et 
k,  les  deux  polynômes  f{x)  et  g{x)  ont  le  diviseur  commun  x  —  Zh, 
on  voit  que  le  polynôme  R  est  nécessairement  divisible  par    yi  —  z^. 

i-=:m    k:=ip 

Il  ne  peut  donc  différer  du  produit    JJ  JJ     {yi  -  Zk)     que  par  un 

1=1  /c=i 
facteur   indépendant  des  y  et  des  s,   et  l'on  s'assure  immédiate- 
ment parla  considération  du  terme  <  ou  du  terme  b'^j  que  ce  fac- 
teur est,  au  signe  près,  égal  à  l'unité. 

Nous  pouvons  donc  écrire  en  faisant  abstraction  de  ce  signe 
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^  =  JlgiVi)  ou  bien  R  =  (-  iTjlf{2k)  ; 

c'est  en  ces  identités  que  consiste  la  propriété  annoncée. 

Passons  à  Texamen  d'une  forme  particulière  du  résultant  que  l'on 
obtient  dans  le  cas  où  l'un  des  deux  polynômes  f{x)  et  gix)  est  le 
dérivé  de  l'autre.  Soit  par  exemple 

f[^x)  =  x-"'  +  a^x""'-^  4-  • .  •  -1-  «m, 

g{x)  =  f'{x)  =  ma;^-i  +  (m  —  l)ai.r"^"^  H h  «m-i  ; 

le  résultant  des  polynômes  t\^)  et  f'{x)  est,  au  facteur  m"»  près,  un 
polynôme  entier  en  Oi,  a,,  •■•,  «m  à  coefficients  entiers  dont  tous  les 
termes  sont  en  X  dedegréégal  à  m(m  —  1),  lorsqu'on  y  remplace  a-, 
par  a^X^'  ;  on  le  nomme  discriminant  du  polynôme  /"(ic)  et  on  le  dé- 
signe habituellement  par  A/-.  Il  résulte  immédiatement  de  la  défini- 
tion du  résultant  que  la  relation  a^  =  0  exprime  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  un  diviseur  commun  à  f[x) 
et  à  f  [x)  et  par  conséquent  aussi  pour  que  le  polynôme  f{x)  pos- 
sède des  diviseurs  multiples.  Nous  savons  donc  décider,  par  le  seul 
examen  du  discriminant,  c'est-à-dire  sans  rechercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  à  f{x)  et  f'{x),  si  tous  les  diviseurs  irréductibles 
de   f[x)   sont  ou  non  distincts. 

Le  discriminant  du  polynôme  f[x)  prend  également  une  forme 
particulièrement  simple  et  que  nous  devons  signaler,  lorsque  ce  po- 
lynôme est  un  produit  de  facteurs  du  premier  degré.  Supposons  en 
effet  que  l'on  ait  l'identité  en  :r  : 

f{x)  ~  [x  —  x^)[x  —  x,)     .  .  {x~  Xm), 

dans  laquelle  a?i,  a?,,  ...,  x,n  désignent  des  entiers  indéterminés.  Une 
propriété  du  résultant,  que  nous  venons  d'établir,  nous  permet 
d'écrire 

et  si  nous  observons  que  l'on  a 

f'{Xi)  =  [Xi  —  Xi)  .  .  .  {Xi  —  Xi_i){Xi  —  Xi^i)  .  .  .   {Xi  —  Xj, 

nous  en  conclurons  l'identité 
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^^=n  n^^'-^^) 


i=i   ;<=i 


L'expression  du  discriminant  ainsi  obtenue  peut  encore  être 
simplifiée  en  associant  les  facteurs  xi  —  Xk  et  Xk  —  x-,^  qui  ne 
diflèrent  que  par  le  signe,  et  nous  parvenons  ainsi  à  l'identité 


m{m~ 

A/ =  (-!)■ 


m[m~\)  I  I 


à  laquelle  nous  nous  arrêterons.  Elle  nous  montre  que  le  discrimi- 
nant est  à  la  fois  une  fonction  symétrique  entière  à  coefficients 
entiers  des  lettres  a^i,  x^^  ...,  Xn  et  le  carré  d'une  fonction  entière  à 
coefficients  entiers  de  ces  mêmes  lettres  (*). 

40.  Il  convient,  avant  d'abandonner  la  question,  d'appeler  l'atten- 
tion sur  la  signification  des  résultats  acquis  dans  la  recherche  des 
conditions  de  l'existence  d'un  diviseur  commun  à  f[x)  et  à  g[x),  de 
degré  déterminé,  au  point  de  vue  même  où  nous  nous  sommes  pla- 
cés au  début  de  ce  chapitre. 

Ce  problème  nous  a  en  effet  conduits  à  un  système  de  relations  : 

R  =  0, 

R,a'  +  Si,i  =  0, 
R2^'  +  Si,2a?  + 82.2  =  0, 


qui  sont  toutes  des  conséquences  nécessaires  des  relations 

et  si  nous  observons  que  nous  n'avons  fait  usage  pour  l'o'btenir  que 
des  propriétés  de  deux  modes  de  composition  des  coefficients 
ai,  ...,  a„,,  bu  ...,  ^.  entre  eux  et  avec  les  entiers  positifs,  nous 
pouvons  ajouter  que  les  résultats  acquis  sont  démontrés  sous  la  seule 
condition  que  ion  conserve  ces  deux  modes  de  composition.  C'est  là  une 
remarque  dont  nous  aurons  bientôt  à  nous  servir. 


(*)  Il  n'est  pas  inutile  d'observer  que  cette  proposition,  ainsi  d'ailleurs  que  la 
proposition  analogue  établie  à  l'égard  du  résultant  dans  un  cas  paiticulier,  sera 
démontrée  pour  tous  les  polynômes  dès  qu'on  aura  établi  la  possibilité  logique  de 
définir  les  nombres  algébriques  ainsi  que  nous  l'avons  fait. 
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Le  système  que  nous  venons  d'écrire  possède  en  outre  des  pro- 
priétés remarquables  qu'il  serait  intéressant  d'approfondir.  Nous 
nous  bornerons  à  signaler  la  suivante,  dont  la  démonstration  est 
immédiate  dès  qu'on  a  établi  que  le  résultant  R  considéré  comme  po- 
lynôme en  cil,  a^,  ...,  «,„,  hi,  hi,  ...,  b^,  est  irréductible  :  lorsqu'on 
suppose  Ri  différent  de  zéro,  les  deux  premières  relations  : 

\  R=  0, 

I    Rio^-h  Si,t  =.  0, 

forment,  vis-à-vis  des  symboles  «i,  «s,  ...,  a,„,  b^y  b,,  ...,  b^,  et  x,  un 
système  équivalent  au  système  des  deux  relations 

f[x)  =  ^,        g{x)  =  0. 

III.  —  Systèmes  d'équations  en  x  et  en  ?y. 

41.  Nous  allons  maintenant  aborder  l'étude  des  systèmes  d'équa- 
tions renfermant  deux  symboles  x  et  y  et  pour  plus  de  netteté  nous 
commencerons  par  le  cas  où  le  nombre  des  équations  est  précisé?nent 
égal  à  deux.  Il  s'agit  par  conséquent  de  rechercher  toutes  les  rela- 
tions entières  en  a;  et  en  y  à  coefficients  entiers  qui  sont  des  consé- 
quences nécessaires  des  deux  relations 

{  nx.  y)  =  0, 

I   G(^,  y)  =  0. 
Remarquons  immédiatement  que  si  l'on  a  identiquement 

¥{x,y)  =  F,{x,y).F,{x,y), 

Fi  et  Fa  désignant  également  des  polynômes  à  coefficients  entiers, 
qui  renferment  ou  non  les  deux  symboles  x  et  y,  les  conséquences 
nécessaires  des  relations  (I)  sont  ou  bien  des  conséquences  néces- 
saires des  relations 

F,{x,  y)  =  0, 


'"^  '   G(.T,  y)  =  0, 

ou  bien  des  conséquences  nécessaires  des  relations 

¥,(x,  y)  =  0, 


"">  (G(.,,)  =  0. 

Réciproquement,  les  relations  (II)   ou  les  relations  (III)    entrai- 
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lient  nécessairement  les  relations  (I),  en  sorte  que  le  système  (I) 
est  équivalent^  dans  le  sens  donné  plus  haut  à  ce  terme,  à  l'en- 
semble des  systèmes  (II)  et  (III).  On  peut  donc  se  borner  à  considérer 
des  systèmes  de  la  forme  (I)  dans  lesquels  F(ic,  y)  et  G{x,  y)  seront 
des  polynômes  irréductibles  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  effectivement. 

Supposons  par  conséquent  F(a?,  xj)  et  G(a?,  xj)  irréductibles  et  diffé- 
rents, de  telle  sorte  que  le  système  (I)  renferme  bien  deux  équa- 
tions ;  nous  désignerons  par  X  le  degré  maximum  de  F  par  rapport 
à  l'ensemble  des  lettres  x  Qiy  (ce  qu  on  appelle  quelquefois  la 
dimension  maximum  de  F)  et  par  \i.  le  nombre  analogue  relatif  à  G. 

Nous  allons,  en  suivant  une  mélhodc  déjà  employée  pour  les 
équations  linéaires,  rechercher  les  propriétés  du  symbole  z,  lié  à 
X  et  à  y  par  la  relation  z  =  ux-\-vy,  relation  dans  laquelle  m  et  u 
représentent  des  nombres  entiers  dont  nous  ne  fixons  pas  la  déter- 
mination et  que  nous  ne  ferons  jamais  nuls  simultanément. 

Remplaçons,  à  cet  effet,  dans  les  relations 

(1)  F(a:,  y)  =  0,  G{x,  y)  =:  0, 

multipliées  respectivement  par  v''  et  par  v^,  le  produit  vy  par  la  dif- 
férence    z—ux;     nous  obtiendrons  les  nouvelles  relations 

Fi{x,  z,  u,  v)  =  0, 

Gi(x,  r,  u,  v)  =  0, 

qui,  lorsque  v  est  difl'érent  de  zéro,  sont  des  conséquences  néces- 
saires des  relations  données.  On  observe  d'ailleurs  que  Fj  et  Gi  sont 
homogènes  et  de  dimensions  respectivement  X  et  [x  par  rapport  à 
u,  V  et  z,  et  que  ces  deux  polynômes  renferment  effectivement  x,  l'un 
à  la  puissance  X,  l'autre  à  la  puissance  jj-,  les  coeflicients  de  ces 
puissances  étant  des  polynômes  déterminés  en  u  et  u,  c'est-à-dire 
n'étant  pas  nuls  quels  que  soient  u  et  v. 

Si  l'on  exclut,  par  conséquent,  les  valeurSvde  u  ci  v  pour  les- 
quelles ces  coefficients  s'annuleraient,  l'on  peut  appliquer  à  Fi  et  Gi 
les  résultats  obtenus  dans  la  théorie  du  résultant.  D'une  manière  plus 
précise,  nous  savons  former  deux  polynômes  entiers  A{x,  z,  u,  v) 
et  B{x,  z,  u,  v)  de  degrés  respectivement  égaux  à  ix  —  i  et  X— 1 
par  rapport  à  x  et  tels  qu'on  ait  l'identité  en  a^  et  en  z  : 

AFi-i-BGi  =  R(z,  u,  v), 

R  désignant  un  polynôme  entier  en  z,  w  et  u  qui  n'est  autre  que  le 
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résultant  des  polynômes  Fi  et  Gi.  Faisons  remarquer  en  passant 
que  ce  polynôme  est  homogène  par  rapport  aux  trois  lettres  z,  u  et  v 
et  que  son  degré  par  rapport  à  2  ne  peut  dépasser  le  produit  X|jl, 
ce  qui  est  une  conséquence  immédiate  des  propriétés  du  résul- 
tant (*). 

La  relation  R(z,  w,  u)  =  0  à  laquelle  nous  sommes  ainsi  par- 
venus d'une  manière  unique  et  déterminée  et  qui  est  une  consé- 
quence nécessaire  des  équations  du  système  (!)  a  été  appelée  la 
résolvante  générale  de  ce  système  ;  nous  allons  en  signaler  ici  les  pro- 
priétés les  plus  importantes. 

42.  Nous  observerons  d'abord  qu'il  peut  arriver  que  le  polynôme 
R(s,  u,  v)  qu'on  appelle  aussi  quelquefois  le  résolvant  du  système  (I), 
ne  renferme  pas  z.  Il  se  réduira  par  conséquent  à  un  polynôme  en- 
tier en  u  et  v,  P(w,  v),  et  il  nous  est  facile  d'établir  que  ce  polynôme 
ne  peut  être  identiquement  nul.  Si  l'on  avait  en  effet  l'identité  en 

X,  z^  u,  V  : 

AFi+BGi  =  0, 

on  pourrait  en  conclure  que  Fi  et  Gi  ont,  quels  que  soient  u  et  v, 
un  diviseur  commun  renfermant  x,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse faite  au  début  sur  F{x^  ?/),  et  G(a?,  ?/). 

Il  existe  donc  des  valeurs  de  w  et  de  u  pour  lesquelles  le  polynôme 
P(w,  v)  est  différent  de  zéro,  et  par  conséquent  les  relations 

(I)  '       F{x,  y)  =  0,  G(;x-,  y)  =  0 

nous  conduisent  à  une  contradiction.  On  en  conclut  que  ces  rela- 
tions sont  incompatibles^  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de  sym- 
boles X  et  y  possédant  les  modes  de  composition  que  nous  avons 
imposés  à  x  et  ?/,  qui  vérifient  les  deux  relations 

¥[x,  y)  =  0,  G{x,  y)  =  0. 

Un  exemple  simple  de  cette  circonstance,  auquel  tous  les  autres 
peuvent  d'ailleurs  se  ramener,   s'obtient  lorsqu'on  suppose  identi- 

(*)  Si  Ton  considère  en  effet  les  polynômes  en  x,  ¥i{x,  z,  u,  v)  et  Gi(.t,  z,  w,  v), 
on  voit  qu'après  division  du  premier  par  v"^  et  du  second  par  V'^,  les  coefficients 
de  x'^  sont  de  degré  égal  à  —l  par  rapport  à  Tensemble  des  lettres  z,  u  et  v; 
le  résolvant  des  deux  polynômes  ainsi  obtenus  est  donc  de  degré  —  ).;x  par  rap- 
port à  l'ensemble  de  ces  lettres.  Il  suffit  d'observer  que  multiplier  l'un  des  deux 
polynômes  par  v"  et  l'autre  par  v'<^  équivaut  à  multiplier  leur  résolvant  par 
îj^V  pour  retrouver  un  résolvant  entier  en  w,  y  et  2  et  de  dimension  X[jl. 
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quement 

G{x,  y)  =  F{x,  y) -h  a, 

a  étant  un  nombre  entier  autre  que  zéro. 

Ce  cas  étant  écarté,  nous  allons  étudier  les  propriétés  du  résolvant 
en  supposant  en  premier  lieu  que  tous  les  diviseurs  irréductibles 
de  ce  résolvant  sont  différents;  en  d'autres  termes,  le  polynôme  en  z 
R(-,  1/,  u)  est  sans  diviseurs  multiples  lorsque  u  et  v  demeurent  indé- 
terminés. 

La  relation  R(s,  u,  v)  —  0,  où  Ton  regarde  z  comme  ayant  été 
mis  pour  abréger  à  la  place  de  ux  -{-  vy,  est  une  identité  en  u  et 
en  u;  si  nous  y  remplaçons  u  par  u-\-u'  et  v  par  v-^v\  nous 
obtiendrons  par  conséquent  une  identité  en  Uj  v  et  aussi  en  u' 
et  v\  identité  qui  sera  une  conséquence  nécessaire  de  la  première. 
Considérons  plus  particulièrement  les  deux  identités  en  u  et  v 
qu  on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  u  et  v'  dans  le 
développement  du  polynôme 

]\^^{u-hu']x -^{v-\-v')ij,       u-\-u\        v-^v']; 

ces  deux  identités  s'écrivent 

Du^{ux-^  vy^  w,  v)  =  0, 

ï>^\i{ux -^ vy ,  u,  v)  =:  0, 

en  désignant  par  les  premiers  membres  les  polynômes  dérivés  du 
polynôme  R{ux  +  vy,  u,  v)  regardé  successivement  comme  un  po- 
lynôme en  u  et  comme  un  polynôme  en  v.  On  voit  d'ailleurs  aisé- 
ment d'après  la  délinition  des 'polynômes  dérivés,  que  Ton  peut 
écrire  ces  deux  identités  sous  la  nouvelle  forme  : 

.x-D-R(s,  1^,  v)  4-  DaR(z,  u,  v)  =  0, 

v/D,R(z,  î^  v)  -h  D,R(s,  w,  v)  =.  0, 

où  la  combinaison  z  =  ux-^  vy  a  été  miseen  évidence.  Le  système 
des  trois  identités  en  w  et  î;  : 

SR(s,  u,  v)  =  0, 
a'D,R(z,  u,  v'  4-  D„R(s,  M,  v)  =  0, 
yD,l\{z,  u,  t;)4-  D,R(-,  w,  v)  =  0 

mérite  de  fixer  un  instant  notre  attention. 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  lorsqu'on  y  regarde  u   ci   v 
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comme  des  entiers  déterminés,  les  trois  relations  ainsi  obtenues  ne 
sont  point  distinctes  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  relation 

^DzR(^,  w,  v)  H-  u\)Ji[z,  M,  v)  4-  uDi;R(z,  w,  u)  =  0, 

relation  qui  d'une  part  est  une  combinaison  linéaire  des  deux  der- 
nières relations  du  système  (A)  et  qui  d'autre  part,  d'après  l'homo- 
généité du  résolvant,  est  visiblement  identique  à  la  première  de  ces 
relations. 
Cela  étant  acquis,  considérons  l'identité  en  w  et  u 

K{ux  4-  vy,  w,  î;)  =  0  ; 

nous  savons  que  le  résolvant  est  homogène  en  w,  v  et  z,  nous  pou- 
vons donc  en  conclure  que  le  polynôme  Kiux-^-vy^  u,  v)  est 
homogène  en  u  et  u.  Si  nous  avons  par  conséquent,  en  posant  v  —  i^ 

R(ua:  +  ?/,  w,  1  )  =  Mo(a?,  y)  -h  u'SUipc,  y)  +  w^M2(x,  ?/)  +  ..., 

l'identité  R{ux -{- vy,  u^  v)  =  0  est  équivalente  au  système  des 
relations 

Mo(^,  y)  =  0,      Mj(a7,  ij)  =  0,  ..  . . 

obtenues  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  u.  Si  nous  remarquons  d'autre  part  que  R(z,  w,  v)  est  une  com- 
binaison linéaire  des  deux  polynômes  Fi(a?,  z,  ^^,  v),  Gi(a7,  z,  w,  v), 
et  par  suite  aussi  des  deux  polynômes  F{x,  y)  et  G{x,  y)  auxquels 
ils  se  réduisent,  au  facteur  v^  ou  v^  près,  nous  pourrons  en  con- 
clure que  les  polynômes  Mj  sont  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes à  coefficients  entiers  des  deux  polynômes  F(a?,  y)  et  G{x,  y). 
Ainsi  toutes  les  relations  M^  —  0  sont  séparément  des  consé- 
quences nécessaires  des  deux  relations  données  dont  elles  sont  des 
combinaisons  linéaires. 

Envisageons  maintenant  les  deux  dernières  identités  du  sys- 
tème (A)  ;  elles  s'obtiennent  en  dérivant  la  première  soit  par  rap- 
port à  u  soit  par  rapport  à  v,  lorsqu'on  y  a  remplacé  z  par  l'ex- 
pression ux -i- vy.  Si  Ton  y  fait  f  =  1,  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  u  dans  leurs  premiers  membres  sont  par 
conséquent,  à  des  facteurs  entiers  près,  les  polynômes  M^-  déjà  con- 
sidérés. Toutes  les  relations  (A)  sont  donc,  quels  que  soient  les 
entiers  u  et  u,  des  combinaisons  linéaires  des  relations  M^-  =  0  et 
par  suite  aussi  des  combinaisons  linéaires  des  deux  relations  don- 
nées F(a?,  ij)  =  0,         G{x,  î/)  =  0. 

THÉORIE    DES    NOMBRES  14 
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Remplaçons  dans  les  relations  (A),  u  et  v  par  des  entiers  déter- 
minés a  ei  b  choisis  de  telle  sorte  que  le  polynôme  en  z,  R(s,  «,  b), 
n'ait  point  de  diviseurs  multiples.  Il  suffit  pour  cela  de  choisir  a 
et  b  de  façon  que  le  discriminant  de  ce  polynôme,  qui  est  un  poly- 
nôme entier  en  u  ci  v  h  coefficients  entiers,  soit  différent  de  zéro. 
Considérons  alors  le  système 

I    R(s,  a,  b)  -  0, 
(A)  )  xD,R(z,  a,  b)  H-  D^R(z,  a,  b)  =  0, 

(  yD,R{z,  rt,  b)  -h  Di^Wz,  a,  b)  =  0, 

où  z  représente  la  combinaison  ax  -f-  by  ;  nous  allons  montrer  que 
ce  système  est  équivalent  au  système  donné.  Il  nous  suffira  évidem- 
ment pour  cela  d'établir  que  les  relations  données  sont  des  consé- 
quences nécessaires  des  relations  (A),  puisque  la  réciproque  a  déjà 
été  établie. 

D'après  l'hypothèse,  les  polynômes  R(z,  a,  b)  et  D.R(z,  a,  b)  sont 
premiers  entre  eux  ;  il  existe  donc  deux  polynômes  entiers  en  z,  h 
coefficients  entiers,  A{z)  et  B(s),  tels  que  Ton  ait  identiquement 

A(2).R(:;,  a,  /^) -4-B(s).D,R(z,  «,  b)  =  p, 

p  étant  un  nombre  entier  diftérent  de  zéro,  qui  est  le  discriminant 
deR(z,  a,  b).  On  peut  donc  remplacer  le  système  (A)  par  le  suivant  : 

!    R(«,  a,  b)  =  0, 

(A')  )   px-^B{z).\)j:i{z,a,b)  =  0, 

(  py-hB[z).D,R[z,  a,  b)  =  0, 

qui  lui  est  manifestement  équivalent. 

Cela  étant  admis,  lorsque  la  relation  R(z,  a,  b)  ='6  est  satis- 
faite, les  deuxpolynomes  cntiersen  x  :  Fi{x,  z^  a,  b)  et  Gi(a?,  s,  a,  b) 
ont  nécessairement  un  diviseur  commun  renfermant  x.  Ce  diviseur 
devant  diviser  toute  combinaison  linéaire  des  polynômes  considérés 
sera  par  conséquent,  à  un  facteur  entier  près,  identique  au  polynôme 
233? -h  B(s).DJi(z,  a,  b)  ;  en  d'autres  termes,  si  nous  prenons  par 
exemple  le  reste  de  la  division  du  polynôme  f/Fifa:-,  z,  a,  b)  par  le 
binôme  en  x:  px -\-'B(z).]),J{(z,  a,  b),  nous  obtiendrons  un  poly- 
nôme entier  en  z,  à  coefficients  entiers,  qui  s'annulera  sous  la 
seule  condition     R(z,  a,  b)  =  0.      L'hypothèse  faite  au  début  sur 
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R(z,  a,  b)  nous  permet  d'en  conclure  que  ce  polynôme   *(z,  a,  b) 
est  divisible  par  R(s,  a,  b). 

Considérons  en  effet  un  diviseur  irréductible  de  R(z,  a,  b)  et  dé- 
signons-le par  P(2,  a,  /5>)  ;  la  relation  P(s,  a,  ô)  =  0  entraine  né- 
cessairement *(2,  a,  ô)  =  0.  Il  est  dès  lors  impossible  que 
*(z,  a,  b)  et  P(z,  a,  è)  soient  premiers  entre  eux,  car  l'identité  en  z 
que  Ton  pourrait  alors  écrire 

A'(z).P(s,  a,  è)  +  B'(2)>(z,  a,  6)  =  p', 
011  jo'  est  un  entier  différent  de  zéro,  est  contradictoire  avec  la  con- 
clusion précédente.  On  peut  donc  affirmer  que  *(2,  a,  b)  est  divisible 
par  P(s,  a,  6)  et  que  par  conséquent  le  polynôme  *(2,  a,  b)  qui  ad- 
met tous  les  diviseurs  irréductibles  distincts  de  R(z,  «,  è)  est  divisi- 
ble par  ce  dernier  polynôme  supposé  sans  diviseurs  multiples. 
11  existe  donc  une  identité  en  2,  de  la  forme 

jS'^Y.ix,  z,  a,  b)  =  N,(z).R(z,  a,  b)-^^^[z,  x)\jpx-\-'Q{z).D,^{z,  a,  b)\ 

et  cette  identité  exprime  qu'à  un  facteur  entier  près,  Y[x,  y)  est  une 
combinaison  linéaire  des  premiers  membres  des  relations  (A')  ou 
encore  des  relations  (A).  La  démonstration  s'applique  évidemment 
aussi  à  G(a?,  y). 

Ainsi,  non  seulement  tout  système  de  deux  relations  F(a?,  y)  =  0, 
G(x\  tj)  =  0  dont  le  résolvant  est  sans  diviseurs  multiples  est  équiva- 
lent au  système  formé  des  deux  relations 

R(z,  a,  b)  =  0, 

.rD3(z,  a,  b)  -+-  D«R(z,  a,  b)  =  0, 

dans  lesquelles  z  représente  l'expression  ax  -f-  by^  sous  la  seule  con- 
dition que  le  polynôme  R{z,  a,  b)  soit  sans  diviseurs  multiples^  mais 
encore  toute  relation  qui  fait  partie  de  l'un  des  deux  systèmes  est  une 
combinaison  linéaire  des  relations  de  Vautre  système. 

Il  est  bien  évident  qu'il  résulte  également  de  là  que  les  équations 
données  sont  des  combinaisons  linéaires  des  relations 

M,{x,  y)  =  0 

considérées  plus  haut,  de  telle  sorte  que  le  système  donné  est  aussi 
équivalent  au  système  formé  par  ces  relations. 

43.  Les  propositions  précédentes  nous  ont  montré  la  liaison 
intime  qui  existe  entre  un  système  de   deux  relations  entre  x  ei  y 
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et  son  résolvant  dans  le  cas  où  ce  dernier  n'a  que  des  diviseurs  dis- 
tincts. Il  est  aisé  de  voir  comment  on  doit  les  modifier  lorsque  le 
résolvant  R(::;,  u,  v)  possède  des  diviseurs  multiples. 

Nous  ferons  observer  qu'au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons 
delà  recherche  des  relations  entières  en  x  et  y  qui  sont  des  con- 
séquences nécessaires  des  relations  données  : 

¥{x,y)  =  0,  G{x,ij)  =  0, 

nous  pouvons  substituer  à  la  relation  R(z,w,  u)=0  celle  que 
Ton  obtient  en  égalant  à  zéro  le  résolvant  débarrassé  de  ses  facteurs 
multiples,  c  est-à-dire  divisé  par  le  plus  grand  commun  diviseur  à 

R(z,  w,  V)   et  à  D3(z,  ^^,  ^)- 

Si  Ton  désigne  par  ^{z,  u,  v)  le  quotient  de  cette  division,  le  sys- 
tème 

r   S(z,  u,  v)  =  0, 

(B)  <    xD,S{z,  w,  v)  -\-  DaS(z,  u,  v)  =  0, 

où  Ton  regarde  toujours  z  comme  représentant  ux-{-vy,  pourra 
remplacer  le  système  (A). 

En  particulier  si  le  polynôme  S(3,  a,  b)  n'a  point  de  diviseurs 
multiples,  les  deux  relations 

S(z,  a,  ^)  =  0, 
xD,S(-,  a,  b)-i-DaS{z,a,b)  =  0 
nous  donneront  par  de  simples  combinaisons  linéaires  toutes  les 
conséquences  nécessaires  des  relations  données  et  en  particulier  ces 
relations  elles-mêmes.  Le  système  donné  et  le  système  (B)  sont  donc 
encore  équivalents,  c'est-à-dire  conduisent  aux  mômes  conséquences 
relativement  h  x  eih  z,  mais  les  relations  du  système  (B),  en  par- 
ticulier la  première,  ne  sont  plus  simplement  des  combinaisons 
linéaires  des  relations  données. 

A  un  autre  point  de  vue,  si  l'on  s'astreint  à  ne  considérer  que  les 
conséquences  nécessaires  des  relations  données  qui  en  dérivent  par 
des  combinaisons  linéaires,  on  parviendra  naturellement  à  la  rela- 
tion R(s,  w,  u)  =  0  et  par  suite  aussi  à  toutes  celles  qui  s'en  dé- 
duisent en  écrivant  l'identité  en  u'  et  v' 

i\[{y^u')x-h{v-i-v')y,     u-+-u\     v-hv']  =  0 
et  qui  en  sont  d'ailleurs  des  conséquences  nécessaires,  mais  il  est 
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en  général  impossible  d'obtenir  ainsi  la  relation  S(z,  u,  v)  =  0 
et  toutes  celles  qui  en  dérivent.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  sujet 
qui  demanderait  une  étude  beaucoup  plus  profonde  dépassant  le 
cadre  de  ces  leçons. 

44.  Nous  avons  jusqu'à  présent  supposé  égal  à  deux  le  nombre 
des  relations  données  entre  x  etrj  :  il  est  aisé  de  montrer  comment 
les  résultats  obtenus  se  peuvent  étendre  au  cas  où  le  nombre  des 
relations  données  est  quelconque. 

Soient 
G,{x,  y)  =  0,  G,{x,  y)  =  0,  ...  G,{x,  y)  =  0 

les  relations  données,  entières  et  à  coefficients  entiers,  desquelles 
nous  supposerons  seulement  que  leurs  premiers  membres  n'ont 
point  de  diviseur  commun.  Désignons  par  ai,  «2,  . . . ,  a^,  ;  Pi,  p2,  •  •  • ,  P;. 
des  nombres  entiers  dont  nous  ne  fixons  pas  la  détermination  ;  il  est 
clair  que  les  deux  relations 

(      a^Gi  -H  . . .  -f-  ct^jGp  =  0, 

I     piGiH-...  +  ^.G,,  ==0 

sont,  quels  que  soient  ces  nombres,  des  conséquences  nécessaires 
des  relations  données  et  que  si  l'on  y  laisse  les  a  et  les  p  indéter- 
minés, elles  entraîneront  nécessairement  toutes  ces  relations.  En 
d'autres  termes,  le  système  formé  par  ces  deux  relations  est,  lorsque 
les  a  et  les  p  sont  indéterminés,  équivalent  au  système  donné.  Si  l'on 
observe  que  leurs  premiers  membres  sont  sans  diviseur  commun  et 
même  irréductibles  dans  cette  hypothèse,  on  pourra  les  traiter 
comme  on  l'a  fait  pour  les  deux  équations 

F(^,  y)  =  0,         G{x,  y)  =  0. 

Soit  par  conséquent  H(z,  u,  v,  at,  p/,)  le  résolvant  du  système  (I); 
la  relation  H(z,  w,  u,  a.,  ^j.)  =  0,  dans  laquelle  z  représente  l'ex- 
pression ux-hvy,  est  une  identité  par  rapport  à  u,  v,  aux  a  et 
aux  p  ;  elle  est  d'ailleurs  une  combinaison  linéaire  des  relations 
données  et  par  suite  une  conséquence  nécessaire  de  ces  relations. 
Développons  son  premier  membre  suivant  les  puissances  des  a  et 
des  p  et  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  ces  diverses  puissances; 
nous  obtiendrons  un  système  d'identités  en  u  et  u, 
Ki(z,  u,  V)  =  0,  Mz,  u,v)  =  0,... 


(I) 
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qui  sont  également  des  combinaisons  linéaires  des  relations  don- 
nées. Les  polynômes  K{z,  u,  v)  peuventavoir  ou  non,  lorsque  u  et  v 
demeurent  indéterminés,  un  diviseur  commun  renfermant  z.  Sup- 
posons d'abord  que  le  dernier  cas  se  présente;  il  existera  des  poly- 
nômes entiers  en  «,  w,  u,  tels  qu'on  ait  identiquement 

Ai(z,  w,  u).Ki(s,  u,  î;)-4- A2(z,  u,  v).¥.^[z,  u,  v)  +  . . .  =  P(i/,  v), 

P  étant  un  polynôme  entier  en  u  et  v.  Il  suffit  de  choisir  pour  w  et  w 
des  entiers  a  et  6  qui  n'annulent  point  le  second  membre,  pour 
conclure  de  là  qu'il  est  impossible  que  les  relations 

Ki(ffa?  4-  hy,  a,  b)  =  0,  K^iax  +  by,  a,  6)  =  0,  .  .  . 

aient  lieu  simultanément.  Les  relations  données  entre  x  et  y  sont 
donc  incompatibles  avec  les  hypothèses  faites  sur  les  symboles  x 
et  y. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  polynômes  K(z,  w,  v)  ont 
un  diviseur  commun  R(s,  w,  v)  ;  il  sera  possible  de  déterminer  des 
polynômes  entiers  en  z,  w,  v  tels  qu'on  ait  identiquement 

A,(s,  w,  u).Ki(z,  w,  v)-{-A.{z,  w,  î;).K2(z,  u,  v) -\-  ...  =  R(z,  w,  v), 

de  sorte  que  la  relation  R(z,  w,  v)  =  0,  dans  laquelle  z  repré- 
sente toujours  ux-\-vy,  est  une  combinaison  linéaire  des  relations 
K(z,  w,  u)  =  0  et  par  suite  aussi  une  combinaison  linéaire  des  re- 
lations données. 

Nous  dirons  que  le  polynôme  R(z,  w,  v),  auquel  nous  sommes 
ainsi  parvenus  d'une  manière  bien  déterminée,  est  le  résolvant  du 
système  donné.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il  possède  toutes  les  propriétés 
du  résolvant  d'un  système  formé  de  deux  relations  seulement 

En  particulier  si  pour     u  =  a,       v  =  b     il   est  sans  diviseurs 

multiples,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  le  cas   où  il  a,  lorsque 

u  ei  V  sont  indéterminés,  ses  diviseurs  distincts,   le  système  des 

relations 

/     R{z,  a,  b)  =  0, 

(A)  ?     xD,R{z,  a,  b)  -h  D,R(z,  a,  b)  =  0, 

(    ?/D,R(-,  a,  ô)+  DJ{(z,  a,  b)  =  0 

est  lié  au  système  donné  de  telle  sorte  que  toute  relation  d'un  des 
systèmes  est  une  combinaison  linéaire  des  relations  de  l'autre  sys- 
tème. Dans  tous  les  cas,  si   S(z,  ?^,  v)   désigne  le  résolvant  débar- 
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rassé  de  ses  facteurs  multiples,  le  système 

f    S(z,  w,  î;)  =  0, 
(B)  ]    a?D,S(z,  w,  v)  H-D^S(z,  w,  v)  =  0, 

(     ?/D^S(3,  w,  i^)4-D,.S(2,  w,  u)  =  0 

est  équivalent  au  système  donné,  c'est-à-dire  conduit  aux  mêmes 
conséquences  relativement  à  a?  et  à  y. 

Nous  ne  nous  attarderons  pas  à  refaire  les  démonstrations,  qui 
se  déduisent  facilement  de  celles  données  dans  le  cas  de  deux 
équations,  et  nous  passerons  à  une  notion  très  importante  pour  la 
suite,  celle  des  systèmes  irréductibles, 

45.  Considérons  un  système  de  relations 

G,{x,  1/)  =  0,  . . .  ,  G,{x,  ij)  =  0 

dont  le  résolvant  R(z,  u,  v)  est  supposé  sans  diviseurs  multiples 
lorsque  w  et  u  demeurent  indéterminés.  Nous  avons  vu  que  la  rela- 
tion R{ux  -f-  vij,  u,  v)  =  0  est,  quels  que  soient  u  et  v,  une  consé- 
quence nécessaire  des  relations  données,  et  que  si  Ton  pose 

R{ux-^y,  w,  i)  =  Mo(a7,  ?/)H-wMi(a?,  y) -i- u'-M^{x ,  y)-+--" 
le  système  des  relations 

Mo(a?,  y)  =  0,  Mi(x,  y)  -  0,  .    . 

est  lié  au  système  donné  de  telle  sorte  que  toute  relation  de  Tun  des 
systèmes  est  une  combinaison  linéaire  des  relations  de  Tautre. 
Enfin,  il  est  évident  que  le  polynôme  R(2,  w,  v)  est  également  le 
résolvant  de  ce  dernier  système. 

Une  circonstance  bien  remarquable,  que  nous  avons  déjà  admise 
implicitement  en  supposant  que  le  résolvant  possède  quelquefois 
des  diviseurs  multiples,  se  présente  ici.  Il  peut  arriver,  bien  que  les 
relations  données  entre  x  et  y  soient  toutes  irréductibles,  qu'il 
n'en  soit  pas  de  même  du  résolvant.  Considérons  dans  cette  hypo- 
thèse Tun  des  diviseurs  irréductibles     P(z,  M,  u)     de     R{z,u,v),     et 

soit 

R(2,  n,  v)  =  P(z,  u,  u).Q(s,  u,  v). 

L'identité  en  u  ei  v  R(s,  u,  v)  =0  se  décompose  en  deux  iden- 
tités :  P(z,  u,  V)  =  0,  Q(z,  w,  v)  =  0,  qui  sont  nécessairement 
vérifiées   lune  ou  l'autre^  lorsque  les  relations  données  sont  satis- 
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faites.  Ces  deux  identités  sont  d'ailleurs  incompatibles,  puisque  les 
polynômes  ^{z,  w,  v)  et  Q(z,  w,  v)  sont  sans  diviseur  commun 
lorsque  u  et  v  demeurent  indéterminés.  Les  conséquences  néces- 
saires des  relations  M{x,  y)  =  0  ou  des  relations  données  se 
partagent  donc  en  conséquences  nécessaires  de  l'identité 

P{ux  -f-  vy,  u,v)  =0 
et  en  conséquences  nécessaires  de  l'identité 
Q(ux-h  vy,  w,  u)  =  0; 
on  dit  que  le  système  donné  se  décompose.  Si  l'on  a  alors 

Q{ux~\-y,  w,  1)  =  L,[x,  y)-^uU{x,  y)-\-  •-., 
on  en  déduit  identiquement  en  x  et  y  : 
Mo  =  KoLo, 
M,  r=  K,U  -+-  KiLo, 
M,  =  KoLo  +  K,L, -f-KoLo, 

et  ces  identités  nous  montrent  pourquoi  et  comment  la  décompo 
sition  se  produit. 

11  semble  inutile  d'ajouter  que  ?{ux  4-u?/,  w,  v)  est  précisément 
le  résolvant  du  système 

Ko(^,  ?/)  =  0,  K,{x,  7y)  =  0,  .  .  .  , 

qui  correspond  au  diviseur  irréductible  P{z,  u,  v)  et  que  l'on  peut 
séparer  du  système  donné.  On  voit  d'ailleurs  manifestement  qu'en 
raisonnant  sur  le  polynôme  Q{z,  w,  v)  comme  on  a  raisonné 
sur  R(z,  w,  v)  et  ainsi  de  suite,  il  est  possible  de  substituer  à  la 
considération  de  tout  système  dont  le  résolvant  est  sans  facteurs 
multiples,  celle  d'un  certain  nombre  de  systèmes  dont  le  résolvant 
est  irréductible.  Nous  donnerons  à  ces  derniers  le  nom  de  systèmes 
irréductibles  et  nous  allons  en  signaler  ici  une  propriété  caractéris- 
tique, extrêmement  importante. 

Lorsqu'on  envisage  un  système  (quelconque  dé  relations  en- 
tières entre  x  et  ?/,  dont  le  résolvant  est  dépourvu  de  diviseurs 
multiples  sans  être  cependant  irréductible,  on  voit  immédia- 
tement qu'il  existe  des  relations  entières  en  x  et  y  qui,  sans  être 
incompatibles  avec  les  relations  données,  n'en  sont  point  pourtant 
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des  conséquences  nécessaires.  Il  est  clair  en  effet  que  si  l'on  ajoute 
aux  relations  données  la  relation 

P{ax  -h  hy^  a,  b)  =  0, 

en  désignant  par  P(z,  w,  v)  l'un  des  facteurs  irréductibles  du 
résolvant,  on  forme  un  nouveau  système  dont  le  résolvant  renfer- 
mera certainement  le  facteur  P(z,  w,  v)  et  qui  se  réduira  à  ce 
facteur  lorsque  les  entiers  a  et  b  sont  choisis  de  telle  sorte  que  le 
polynôme  en  z,    P(z,  a,  b)  n'ait  point  de  diviseurs  multiples. 

Mais  supposons  maintenant  que  le  système  donné  soit  irréduc- 
tible, c'est-à-dire  que  son  résolvant  soit  précisément  P(^,  w,  v)  et 
ajoutons  aux  relations  données  une  relation  entière  quelconque, 

M{x,  y)  =  0. 

Considérons  le  système  ainsi  obtenu  et  formons  son  résolvant  ; 
il  peut  arriver  que  ce  résolvant  ne  renferme  pas  z  et  nous  pourrons 
alors  affirmer  que  la  relation  M(ic,  t/)  =  0  est  incompatible  avec 
les  relations  données.  Supposons  que  le  cas  contraire  se  présente  et 
soit  Pi(2,  w,  v)  le  résolvant  du  nouveau  système  ;  on  voit  que  la 
relation  P(z,  w,  y)  =  0  sera  une  conséquence  nécessaire  de  la 
relation  Pi(z,  w,  v)  =  0,  d'où  il  résulte  que  Pi  et  P  sont  identi- 
ques. On  conclut  de  là  que  la  relation  M{x,  y)  =  0  est  elle-même 
une  conséquence  nécessaire  des  relations  données  et  même  une 
combinaison  linéaire  de  ces  relations.  Nous  pouvons  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  :  Toute  relation  entière  en  x  et  y  compatible 
avec  les  relations  qui  définissent  un  système  irréductible  est  une  consé- 
quence nécessaire  et  même  une  combinaison  linéaire  de  ces  dernières. 

Cette  propriété,  avons-nous  dit,  caractérise  les  systèmes  irréduc- 
tibles ;  nous  avons  en  effet  montré  qu'étant  donné  un  système  quel- 
conque non  irréductible,  on  peut  former  des  relations  entières  en  x 
et  y  h  coefficients  entiers,  qui  sans  être  incompatibles  avec  les 
relations  du  système  n'en  sont  pas  cependant  des  conséquences 
nécessaires.  Il  est  donc  permis  de  définir  les  systèmes  irréductibles 
en  disant  que  pour  ces  systèmes  toute  relation  entière  en  x  et  y^  à 
coefficients  entiers.,  compatible  avec  les  équations  du  système,  en  est 
nécessairement  une  combinaison  linéaire  ;  on  reconnaît  d'ailleurs  là  la 
généralisation  d'une  propriété  caractéristique  bien  connue  des  poly- 
nômes irréductibles. 

Signalons  encore  une  conséquence  immédiate  des  remarques  pré- 
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cédentes  :  Soit  P(z_,  u,  v)  le  résolvant  irréductible  d'un  système 
d'équations  entre  x  et  y  ;  remplaçons  dans  ce  polynôme  u  et  v  par 
des  entiers  déterminés  a  et  b.  Il  peut  arriver  que  le  polynôme  P(z,  a,  b) 
possède  ou  non  des  diviseurs  multiples,  mais  ce  qui  est  remarquable 
c'est  que  : 

1°  Lorsque  V{z,  a,  b)  n^a  jms  de  diviseurs  multiples,  il  est  nécessaire- 
ment irréductible  ; 

2®  Lorsque  V{z^  a,  b)  a  des  diviseurs  multiples,  il  est  la  puissance 
exacte  d'un  polynôme  irréductible. 

On  observe  en  efîel  que  dans  le  cas  contraire,  il  serait  possible  d'é- 
crire des  relations  de  la  forme  Q{ax-hby^  a,  b)  —  0  compatibles 
avec  les  équations  du  système  sans  en  être  des  conséquences  néces- 
saires. 

Enfin  on  peut  affirmer  que  lorsque  P(z^  a,  b)  est  la  puissance 
parfaite  d'un  polynôme  irréductible,  ce  dernier  est  une  combinaison 
linéaire  des  premiers  membres  des  équations  du  système. 


IV.  —  Systèmes  d'équations  :  Cas  général. 

46.  Les  résultats  acquis  dans  l'étude  des  systèmes  d'équations 
entre  deux  symboles  x  et  y  peuvent  aisément  s'étendre  à  des  systè- 
mes formés  d'un  nombre  quelconque  d'équations  entre  des  symbo- 
les Xi,  a?2,  •  •  •)  ^n-  Nous  allons  le  montrer  rapidement,  sans  in- 
sister sur  des  démonstrations  qui  sont  identiques  à  celles  que  nous 
avons  données  dans  le  cas  où  l'on  considère  seulement  deux  sym- 
boles. 

Soient  ^» 

¥^{x^,  x,,  ...,  Xn)  =  0, 

1^2(^11   ^2i     ••'}   ^n)    ^^  t). 


¥j,{Xi,  0^2,    ...,   OCn)   =   0 

les  relations  qu'on  suppose  satisfaites  par  les  symboles  Xi,  x^,  ...,  x^ 
et  dans  lesquelles  Ff  désigne  un  polynôme  entier  à  coefficients 
entiers  de  degré  )v,par  rapport  à  l'ensemble  des  symboles  qui  y  figu- 
rent. Nous  observerons  immédiatement  qu'on  pourrait,  sans  res- 
treindre la  généralité,  se  borner  à  étudier  les   systèmes  de  cette 
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forme  dans  lesquels  les  polynômes  F  sont  irréductibles  ;  la  raison 
de  ce  fait  est  évidemment  la  môme  que  dans  le  cas  de  deux  symbo- 
les a?  et  ?/  ;  néanmoins  comme  Ton  peut  sans  introduire  de  compli- 
cations arriver  à  un  certain  nombre  de  résultats  sans  faire  cette 
hypothèse,  nous  ne  la  ferons  pas  tout  d'abord. 
Nous  allons  poser,  comme  dans  le  cas  de  deux  symboles, 

Z  =  U^Xi  -+-  U^X2  +    .  .  .      -I-  Un^n, 

en  désignant  par  r^i,  u^,  . .  .^  Un  des  entiers  indéterminés  qu'on 
s'astreint  à  ne  jamais  choisir  nuls  simultanément,  et  rechercher  les 
propriétés  du  symbole  z  ainsi  défini.  Désignons  à  cet  effet  par 

le  polynôme  entier  en  a?i,  a?2,  •  •  -,  a7„_i,  z  et  Wi,  u^,  . .  .^Un  que 
Ton  déduit  du  polynôme  Fj(,Ti,  x^^  . . .,  Xn)  en  multipliant  ce  der- 
nier par  u\i  et  en  y  remplaçant  ensuite    UnXn    par  l'expression 

les  relations 

*f(a?i,  a^s,  ...  ,  Xn_i,z)  —  0 

(^  =  i,2,  ...,p) 
sont,  lorsqu'on  suppose  w,,  différent  de  zéro,  des  conséquences  né- 
cessaires des  relations  données,  et  la  réciproque  est  également 
vraie.  Nous  ferons  remarquer  que  ces  relations  ne  renferment  pas 
nécessairement  toutes  le  symbole  z —  il  est  clair  en  effet  que  si  le 
polynôme  F;  ne  contient  pas  ;r„,  le  polynôme  4>i  ne  renfermera  pas  z 
—  mais  il  importe  d'observer  que  lorsque  'ï^-  renferme  eflectivement 
z,  *i  est  un  polynôme  en  x^^  ajo,  •  • .,  ^n-i  dont  le  degré  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  lettres  est  égal  à  Xj-,  dimension  maximum  du 
polynôme  *t  considéré  comme  polynôme  en  a?i,  x^^  . . .,  Xn-\  et  z. 
On  voit  également  que  *i  est  homogène  et  de  degré  \i  par  rapport 
aux  lettres  Wi,  Wa,  .  • .,  w„  et  z,  sans  être  nécessairement  de  degré 
Xi  par  rapport  àz. 

Considérons  les  polynômes  en  z,  ^{x^,  x^,  .  .,  Xn^u  2)  et  for- 
mons leur  plus  grand  commun  diviseur  ;  ce  plus  grand  commun 
diviseur  n'existera  évidemment  que  lorsque  tous  les  polynômes  *ï>j 
renferment  effectivement  z  ;  mais  nous  pouvons  affirmer  que  s'il 
existe,  il  renfermera  également  les  symboles  a?i,  x^,  . . .,  x,i_^.  On 
s'en  convaincra  immédiatement  si  l'on  observe  qu'il  dérive  du  plus 
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grand  commun  diviseur  des  polynômes  en  a?„,  désignés  par  F/,  en  y 
remplaçant  après  multiplication  par  une  puissance  convenable  de 
w,i,  UnXn  par  la  différence 

UiXi  +  .  .  .  4-  Un-iXn-i  —-3. 

Désignons  donc  ce  plus  grand  commun  diviseur  par 

Ri(z,  a?i,  . . . ,  Xn-i)  ; 

si  nous  appelons  Gi(a?,,  x^,  . . .,  ^/_i,  z)  le  quotient  de  *„  par  Ri, 
les  relations 

pourront  s'écrire 

RiG,-:0  (i  =  l,2,  ...,p). 

Leurs  conséquences  nécessaires  se  partagent  donc  en  conséquen- 
ces nécessaires  de  la  relation  Ri  =  0  et  en  conséquences  néces- 
saires des  p  relations  G,  =  0  (t  =  l,  2,  ...,;5);  il  est  d'ailleurs 
évident  que  lorsque  les  relations  de  Tan  ou  de  l'autre  de  ces  der- 
niers systèmes  sont  vérifiées,  il  en  est  de  môme  des  relations 

4>,  zrr  0  {i  =  1,2,  ...,;3). 

Le  système  donné  se  décompose  donc  en  deux  systèmes  dont  l'un 
est  constitué  par  Tunique  relation  entre  n  symboles 

Rj(z,  a?!,  X2^  ...  ,  Xn^i)  ^=^  t), 
et  l'autre  par  les  p  relations 

Gfc,  a?2,  ...,  Xn.i,z)  =  0 
a  =  1,2,...,/)), 
dans  lesquelles  les  polynômes  en  :;  qui  forment  les  premiers  mem- 
bres sont  sans  diviseur  commun. 

Considérons  ce  dernier  système  ;  nous  observerons  que  si  l'un 
des  polynômes  G»  renferme  l'un  des  symboles  Xi,  x^,  . . .,  Xn^u  il 
les  renfermera  nécessairement  tous  et  sera  en  outre  par  rapport  à 
chacun  d'eux  de  degré  égal  à  sa  dimension  maximum  ;  c'est  là  une 
conséquence  immédiate  de  la  propriété  correspondante  des  polynô- 
mes ^i. 

Examinons  le  cas  où  aucun  des  polynômes  G,  ne  renferme  de 
symboles  iPi,  a?2,  ...,  a?„_i  ;  nous  pouvons  aïïirmcr  que  ces  poly- 
nômes qui  ne  renferment  plus  que  z  et  qui  sont,  lorsque  les  u  sont 
indéterminés,  sans  diviseur  commun,  ne  peuvent  s'annuler  simul- 
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tanément  quels  que  soient  les  u.  Les  relations 

Gi{z)  =  0        (i  =  l,  2,  ...,p), 

considérées  comme  relations  en  a^i,  x^,  ...,  a?«,  devant  avoir  lieu 
quels  que  soient  les  m,  sont  par  conséquent  incompatibles. 

Ce  cas  étant  écarté,  il  peut  arriver  qu'aucun  des  polynômes  Gj 
qui  renferment  effectivement  Xi,  X2^  ...^  Xn-i,  ne  renferme  s;  le 
système  formé  des  relations  G,  =  0,  (i  =  1,  2,  ...,  p)  estalorsun 
système  de  p  équations  entre  les     {n  —  1)     symboles 

a^i,  a?2i  •••5  ^71— Il 

et  ces  équations  doivent  avoir  lieu  quels  que  soient  les  entiers  in- 
déterminés Ml,  «2,  ...,  Un.  Il  suffit  par  conséquent  de  développer 
les  Gi  suivant  les  puissances  des  u  et  d'égaler  à  zéro  les  coefïlcients 
de  ces  diverses  puissances,  pour  obtenir  un  système  d'équations  à 
coefficients  entiers  entre  les  (n — 1)  symboles  a?i,  a?2,  ...,  a7„_i. 
On  appliquera  alors  à  ce  système  la  méthode  que  l'on  vient  d'ap- 
pliquer au  système  donné  qui  renfermait  effectivement  n  symboles. 
Il  est  aisé  de  voir  que  ce  cas  ne  se  présente  que  lorsque  les  poly- 
nômes Fi  ne  renferment  Xn  que  par  un  facteur  qui  est  le  même  pour 
tous  ces  polynômes. 

Dans  tous  les  autres  cas,  nous  pouvons  affirmer  que  le  système 
des  relations 

Gt(a?i,  a?2,  ...  ,  Xn-i,  z)  =  0 

(i:=.l,2,...,p), 

—  qui  se  réduit  au  sytème 

*t(iCl,  ^2,  ...  ,  Xn-i,  Z)  =  0 

lorsque  les  polynômes  en  z,  représentés  par  les  *j,  n'ont  pas  de 
diviseur  commun  —  renferme  au  moins  une  relation  dont  le  pre- 
mier membre  est  un  polynôme  en  a?i,  a?2,  .-•,  Xn-i  et  z,  dont  le 
degré  par  rapport  à  chacune  des  lettres  a^i,  X2,  ...,  a?n_i  est  égal  à 
sa  dimension  maximum.  Considérons  alors  les  deux  relations 

aiGi  -h  •  •  •  H-  a^jG^;  =■  0, 

^iGi-1-...-i-^^G^  =  0, 

dans  lesquelles  les  a  et  les  p  représentent  des  entiers  qu'on  laisse 
indéterminés,  ces  deux  relations  sont  toujours  des  conséquences 
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nécessaires  des  relations 

G,  =  0  (/=  1,2,  ...,;9), 

et  il  est  clair  que  la  réciproque  est  vraie,  de  sorte  qu'on  peut  se 
borner  à  rechercher  les  conséquences  nécessaires  de  ces  deux  rela- 
tions dans  lesquelles  on  suppose  expressément  que  les  a  et  les  p  de- 
meurent indéterminés.  Leurs  premiers  membres  sont  des  polynô- 
mes entiers  en  xi,  x^,  ...,  a?«_i  et  z,  et  nous  savons  qu'ils  sont 
par  rapport  à  a7„_i  en  particulier  de  degré  égal  h  leur  dimension 
maximum  ;  nous  pouvons  donc  leur  appliquer  les  résultats  obte- 
nus relativement  au  résultant  de  deux  polynômes  de  degrés  donnés. 
En  d'autres  termes,  si  nous  désignons  par 

A  (.2,  J^i,  X2,  ...  ,    Xn—2,  a?   p) 

le  résultant  de  ces  polynômes  considérés  comme  polynômes  en 
Xn_i,     la  relation 

T(z,  a?i,  X2.  ...  ,  Xn_2,  a,  P)  =  0 

sera  une  conséquence  nécessaire  des  relations 
G.-=0        (1=1,2,  ...,  p). 
Mais  nous  pouvons  aller  plus  loin  ;  si  Ton  considère  en  effet  le 
système  formé  des  relations 

G',  .=  0  f/  =  l,  2,...,p), 

qu'on  déduit  des  relations  Gi  =  0  (i  =  1,  2, . . . ,  p)  en  y  rem- 
plaçant s  par  son  expression  à  l'aide  des  x^  il  est  évident  que  le 
polynôme 

T(2,  Xi,  X2,  ...  ,  a7„_2,  a,  p) 

nous  donne,  lorsqu'on  y  remplace  z  par  z'  +  uiXi  +...-}-  w„_2a:«_2, 
le  résolvant  des  deux  polynômes  en  Xn-i  et  Xn  : 

PiG\  +  .-.+(3,,g;. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  si  le  polynôme  T,  qui  renferme  né- 
cessairement 371,  0^2,  .  .  ,  ^7j-2,  <^st  sans  diviseurs  multiples  lorsque 
0?!,  Xo,  .  .  ^  Xn-2  ainsi  que  Un  et  Un^_i  demeurent  indéterminés^  la. 
relation 

T(Z,  Xi,  ...  ,    Xn-2,    a,    W  =0, 

supposée  vérifiée  quels  que  soient  w„,  u„_i  et  les  indéterminées 
a  et  p,  conduit  à  toutes  les  conséquences  nécessaires  des  relations 
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G,-  =0  (i  =  l,2,...,^). 

Si  Ton  développe  par  conséquent  le  polynôme  T  suivant  les  puis- 
sances des  a  et  des  p,  on  obtiendra,  en  égalant  à  zéro  les  coeffi- 
cients de  ces  diverses  puissances,  un  système  d'équations  entre 
(n  —  1)  symboles  seulement,  Xi,  . . .,  Xn-2  et  s,  qui  sera  équiva- 
lent au  système 

à  la  condition  d'être  vérifié  quels  que  soient  w„  et  w„_i.  On  peut 
d'ailleurs  remarquer  que  les  relations  de  chacun  des  systèmes  sont 
simplement  des  combinaisons  linéaires  de  celles  de  l'autre. 

Supposons  maintenant  que  le  polynôme  T  possède  des  diviseurs 
multiples  lorsque  a:^i,  . . . ,  a7„_2,  Un  et  w,j_i  demeurent  indétermi- 
nés ;  nous  savons  qu'il  suffit  de  substituer  à  T  le  produit  de  ses  fac- 
teurs irréductibles  distincts  pour  obtenir  un  polynôme  Ti  auquel 
les  conclusions  précédentes  s'appliquent.  Il  importe  seulement  d'ob- 
server que  les  équations  du  nouveau  système  entre  les  (n  —  1) 
symboles  Xi.x^^  . . .,  a?„_2,  2,  que  l'on  en  déduit,  ne  sont  plus  de 
simples  combinaisons  linéaires  des  relations 

G.=.0         (i  =  l,  2,  ...,p). 

Au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  il  est  indifférent  d'avoir 
égard  à  l'ordre  de  multiplicité  des  diviseurs  ;  nous  n'insisterons 
donc  pas  sur  les  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  dans  le  cas  où 
il  existe  des  diviseurs  multiples. 

Les  remarques  qui  précèdent  nous  permettent,  dans  tous  les  cas^  de 

remplacer  les  relations 

G,  =  0  (i  =  i,  2,...,p) 

par  des  relations 

H,  =  0  (z  =  l,2,  ...,ç) 

entre  les  (n  —  1)  symboles  Xi,  x^^  .  .,  a?n-2  et  z  ou  bien  entre 
les  {n  —  1)  symboles  x^,  X2^  . . . ,  a?„_i.  Nous  pouvons  même  y 
supposer  dans  le  cas  où  elles  renferment  z,  les  indéterminées 
wi,  W2,  • . .,  Wn-2  remplacées  par  des  entiers  quelconques,  en  parti- 
culier les  faire  toutes  égales  à  zéro,  sans  que  nos  conclusions  cessent 
d'être  valables;  cela  résulte  de  ce  que  lorsqu'on  pose 

z   =  Zi  -h  UiXi  -f-  .  .  .  -j-  Wn_2^n— 2, 

les  indéterminées  Ui,  Wa,  ...,  Uti_2  disparaissent  de  ces  relations  où 
elles  ne  figuraient  qu'en  apparence. 
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Rien  ne  nous  empêche  maintenant  de  raisonner  sur  le  système 

Hi(a?i,...  ,  a:„_2,  Zj)  =  0 
(i  =  l,2,...,  q) 
comme  on  a  raisonné  sur  le  système  d'où  Ton  est  parti  : 

Fi{Xi,  ...   ,  Xn)  =  0 

et    ainsi    de   suite  jusqu'à  l'épuisement  des      (n — 2)      symboles 

On  peut  enfin  observer  que  si  Zi  désigne  la  combinaison 
Wn-Tn -h w„_ia?„_, ,  dans  laquelle  t/„  et  w„_i  sont  indéterminés,  il  est 
inutile  d'introduire  l'indéterminée  u„_,  lorsqu'on  forme  la  combi- 
naison 

on  pourra  donc  conserver  les  mômes  notations  pour  les  indéterminées 
et  poser  simplement 

z  —  UiXi  -H  ...  -h  w„_2a7„_2  4-  Zi, 

c'est-à-dire  partir  de  la  considération  des  relations 

H,(a?i,  a?2,  ...  ,  Xn_i,  z)  =  0 
{i=\,%...,q) 

telles  qu'on  les  a  obtenues  directement. 

Il  est  clair  qu'en  continuant  ainsi  on  parviendra  certainement  à 
un  système  de  relations  renfermant  seulement  z  et  incompatibles 
lorsque  les  u  demeurent  indéterminés,  système  analogue  à  celui 
qui  s'est  présenté  dès  le  début.  On  obtient  par  conséquent  une  suite 
de  polynômes  Ri{xu  . .  • ,  ^n-i,  2),  suite  qui  peut  être  complète  ou 
non,  telle  que  lorsque  les  relations  données 

Fi{Xi,   X2,...,Xn)=0 

[i  =  1,2,...,  n) 

sont  satisfaites,  il  en  est  de  même  de  l'une  au  moins  des  relations 

quelles  que  soient  les  indéterminées     Wi,  u^,  . . .,  m„,     la  réciproque 
étant  vraie. 

On  dit  que  l'équation 
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est  la  résolvante  générale  du  système  d'équations  donné,  et  une  étude 
plus  complète,  que  nous  ne  pouvons  aborder  dans  ces  leçons,  mon- 
trerait comment  sa  considération  conduit  aux  propriétés  les  plus 
importantes  de  ce  système. 

47.  Nous  voulons  nous  borner  ici  à  Fétude  des  systèmes  pour  les- 
quels cette  résolvante  se  réduit  à  un  polynôme  en  z  :  'Rn{z ,  wi ,  Wg, . . . ,  w„) , 
qui,  lorsque  les  u  sont  indéterminés,  est  dépourvu  de  diviseurs 
multiples. 

Nous  établirons  plus  loin  que  les  relations  entre  x^,  x^,  . . . ,  x^ 
qui  constituent  un  pareil  système  suffisent  pour  fixer  d'un  nombre 
limité  de  manières  distinctes  le  calcul  des  symboles  a?i,  a?2,  •  • .,  a^n, 
dont  aucun  ne  peut  par  conséquent  être  choisi  d'une  manière  arbi- 
traire dans  un  ensemble  de  symboles  connus;  on  reconnaît  là  les 
systèmes  à  solutions  déterminées  dont  il  a  été  question  au  début  de 
ce  chapitre.  Cela  étant  admis,  on  voit  immédiatement  que  tout  sys- 
tème dont  la  résolvante  peut  s'écrire 

i\i\Xi^  X^j  ...  ,    Xn—i,  Zj   =  U 

devient  un  système  à  solutions  déterminées  lorsqu'on  fixe  d'une 
manière  arbitraire  Xi^X2^  . . .,  Xn^i  dans  l'ensemble  des  nombres 
entiers;  il  suffit  donc  de  considérer  les  systèmes  dont  la  résolvante 
est  de  la  forme 

R„(Z,  Wi,  ^2,  ...  ,  Un)   =0 

pour  obtenir  tous  les  systèmes  à  solutions  déterminées. 

On  peut  répéter  sur  le  polynôme  RJz,  u^,  u^,  . . .,  w„),  dans  le 
cas  où  il  n'admet  point  de  diviseurs  multiples,  tout  ce  qui  a  été  dit 
sur  le  résolvant  dans  le  cas  de  deux  symboles  seulement.  Il  est  aisé 
de  voir  que  ce  polynôme  est  homogène  en  Uy,  u^,  . . .,  i<„  et  :;  et 
d'un  degré  d'homogénéité  égal  au  produit  des  dimensions  maxima 
des  premiers  membres  des  relations  données  : 

F,  =  0  {i=.  1,2,  ...,/9), 

bien  qu'il  puisse  être  par  rapport  à  z  de  degré  inférieur  à  ce  pro- 
duit. 

Le  polynôme  Rn(2,  w)  est  une  combinaison  linéaire  des  poly- 
nômes Fî,  et  lorsque  les  a  sont  des  entiers  choisis  de  telle  sorte 
que  le  polynôme  en   z,     Rn  («,  a),     ait  ses  diviseurs  distincts,  les 

Théorie  des  nombres  15 
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relations   du   système   donné    sont    également    des   combinaisons 
linéaires  des  relations 

Rn{^,  a)  =  0, 

XiD,Rn{z,a)-hBaRn{z,a)  =0 

(1=1,2,  ...,77), 

dont  d'ailleurs  n  seulement  sont  distinctes. 

A  un  autre  point  de  vue,  Ton  voit  également  que  toute  décompo- 
sition du  résolvant  R„  (z,  u)  conduit  à  une  décomposition  du  sys- 
tème donné,  ou  en  d'autres  termes  permet  une  séparation  des  di- 
verses relations  entières  en  Xi,  x^,  ...,a^n  à  coefficients  entiers 
qui  sont  compatibles  avec  les  relations  données.  On  est  ainsi  con- 
duit à  la  considération  de  systèmes  d'équations  dont  le  résolvant 
est  irréductible,  et  il  est  clair  que  la  propriété  caractéristique  de  ces 
systèmes,  donnée  dans  le  cas  de  deux  symboles  x  et  y,  subsiste 
dans  le  cas  général,  autrement  dit  :  Lorsquun  système  est  irréduc- 
tible, toute  relation  entière  en  x^,  x^,  ...,Xn  à  coefficients  entiers 
qui  nest  pas  incompatible  avec  les  relations  du  système  en  est  une  com- 
binaison linéaire,  et  réciproquement,  lorsque  toute  relation  entière  en 
Xi,  X2,  .  .  .^  Xn  à  coefficients  entiers  compatible  avec  les  équations  d'un 
système  à  solutions  déterminées,  en  est  une  combinaison  linéaire,  c'est- 
à-dire  une  conséquence  nécessaire,  ce  système  est  irréductible. 

Enfin  il  résulte  également  de  là  que  lorsque  R„  [z,  u)  est  irré- 
ductible, R„(z,  a)  est  irréductible  ou  puissance  d'un  polynôme 
irréductible  qu'on  peut  obtenir  par  de  simples  combinaisons 
linéaires  des  premiers  membres  des  équations  du  système. 


CHAPITRE  IV 
LE  CALCUL  DES  ENTIERS  ALGÉBRIQUES 


I.    —   Formation  d'un  domaine  algébrique. 

d'e    MÉTHODE. 

48.  Les  développements  dans  lesquels  nous  sommes  entrés  au 
sujet  des  systèmes  d'équations  vont  nous  permettre  de  répondre 
aisément  aux  diverses  questions  qui  se  sont  présentées  au  moment 
où  nous  avons  défini  les  nombres  algébriques.  Ils  nous  sufïiront,  en 
particulier,  pour  établir  que  la  définition  qui  a  été  donnée  de  ces 
symboles  ne  peut  conduire  à  aucune  contradiction  et  qu'elle  suffit 
pour  déterminer  leur  calcul  (*)  d'une  manière  unique.  On  aura  ainsi 
démontré  l'existence  logique  des  nombres  algébriques. 

Rappelons  que  nous  nous  bornons  toujours  à  considérer  les  nom- 
bres algébriques  entiers  desquels  les  autres  se  déduisent  en  les  divi- 
sant par  des  entiers  ordinaires. 

Nous  commencerons  par  montrer  comment  Ton  peut  définir 
d'une  manière  unique  et  déterminée  le  calcul  des  nombres  algébri- 
ques entiers,  dans  tout  domaine  que  l'on  sait  former  par  des  adjonc- 
tions successives  d'un  seul  symbole  à  un  domaine  dans  lequel  le 
calcul  est  déjà  connu.  Il  est  superflu  d'ajouter  que  le  calcul  auquel 
nous  parviendrons  ne  présentant  jamais  de  contradiction,  nous  éta- 
blissons ainsi  l'existence  logique  de  ceux  des  entiers  algébriques 
qui  appartiennent  au  domaine  considéré. 

(*)  Nous  entendons  toujours  par  calcul  les  règles  qui  permettent  de  décider  si 
deux  symboles  sont  ou  non  distincts  et  de  donner  leur  somme  et  leur  produit. 
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Nous  supposons  par  conséquent  que  Ton  part  du  domaine  formé 
par  les  nombres  entiers  ordinaires,  domaine  dans  lequel  le  calcul 
est  connu,  et  désignant  par  f{x)  un  polynôme  irréductible  à  coeffi- 
cients entiers  dont  le  premier  coefficient  est  Tunité,  nous  adjoin- 
drons à  ce  domaine  un  symbole  l,  assujetti  d'une  part  à  se  compo- 
ser avec  les  entiers  et  aussi  avec  lui-môme  suivant  deux  modes 
distincts  qui  possèdent  les  propriétés  fondamentales  de  l'addition  et 
de  la  multiplication  des  entiers,  et  d'autre  part  à  vérifier  la  relation 

m  =  0. 

On  a  déjà  établi  que  ces  hypothèses  permettent  de  construire  des 
tables  d'addition  et  de  multiplication  pour  les  fonctions  entières  de 
;  à  coefficients  entiers  et  que  tous  les  symboles  distincts  qui  figu- 
rent parmi  ces  fonctions  s'obtiennent  et  s'obtiennent  une  seule  fois 
quand  on  considère  seulement  celles  d'entre  elles  dont  le  degré  est 
inférieur  au  degré  m  du  polynôme    f{x). 

On  peut  donc  dire  que  le  calcul  dans  le  domaine  [i]  est  déter- 
miné d'une  manière  unique,  complètement  connu,  et  ne  renferme 
point  de  contradiction  ;  d'où  il  résulte  qu'il  est  effectivement  pos- 
sible, au  point  de  vue  logique,  de  définir  un  symbole  ;  par  les 
conditions  précédentes.  C'est  de  cette  possibilité  ({ue  nous  allons,  en 
dernière  analyse,  faire  dépendre  l'existence  logique  des  nombres 
algébriques. 

Mais  revenons  à  notre  objet,  qui  est  de  former  un  domaine  algé- 
brique par  des  adjonctions  successives  d'un  seul  symbole  à  un 
domaine  où  le  calcul  est  connu. 

Considérons  un  symbole  r^,  duquel  nous  supposerons  qu'il  possède, 
avec  lui-même  et  les  éléments  du  domaine  [^],lcs  modes  de  compo- 
sition imposés  à  ;  et  qu'il  vérifie  en  outre  la  relation  irréductible 
à  coefficients  entiers 

g  N  =  0, 

où  g  (y)  désigne  un  polynôme  irréductible  à  coefficients  entiers  dont 
le  premier  coeflicient  est  l'unité  et  que  l'on  suppose  distinct  du  poly- 
nôme fiy).  Proposons-nous  maintenant  de  définir  le  calcul  des  fonc- 
tions entières  de  ;  et  de  r^,  à  coefficients  entiers,  c'est-à-dire  le  calcul 
dans  le  domaine  algébrique  C^^r^]  qui  résulte  de  l'adjonction  du 
symbole  r^  au  domaine  [i]. 

11  faudra  en  premier  lieu  chercher  tous  les  éléments  distincts  qui 
figurent  parmi  les  fonctions  entières  de   i  et  de   -/),   à  coefficients 
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entiers,  ce  qui  revient  évidemment  à  chercher  tous  ceux  de  ces  élé- 
ments qui  sont  égaux  à  zéro.  On  est  ainsi  conduit  à  rechercher 
toutes  les  relations  entières  en  x  et  y  à  coefficients  entiers  qui 
sont  compatibles  avec  les  relations 

(I)  M  =  ^.        9{y)  =  ^\ 

nous  voulons  dire  par  là  toutes  les  relations  M  {x,  y)  =  0  qui 
sont  telles  que  le  résolvant  du  système 

fioo)  =  0,  g{y)  =  0, 

M{x,y)  =  0 

renferme  effectivement  z  (nous  conservons  les  notations  du  chapitre 
précédent).  Il  a  été  en  effet  établi  que  dans  le  cas  contraire  les 
trois  relations  qui  précèdent  sont  contradictoires  avec  les  hypo- 
thèses faites  sur  X  et  sur  ?/. 

49.  Nous  savons  que  la  considération  du  résolvant  du  système 
(I)  donne  le  moyen  de  former  naturellement  toutes  ces  relations; 
nous  formerons  par  conséquent  ce  résolvant,  c'est-à-dire  qu'en 
supposant 

f[x}  =  X'''  -H  «iX'"-*  -1 h  «,„, 

g^y)=yP-^b,yP-'-^-'-i-b,, 

nous  formerons  le  résultant  des  deux  polynômes  en  nx  : 

{uxy  4-  aiU{uxY'-'^  +  ••-}-  «,„w'" 
et 

{z  —  uxy  -h  biv{z  —  uxy-'^  H h  bjjV^'. 

Ce  résultant  est  un  polynôme  homogène  en  z,  u  et  v  dont  le  degré 
est  mp  et  qui  renferme  effectivement  z'"^';  il  est  bon  d'observer 
immédiatement  que  ce  polynôme  est  sans  diviseurs  multiples  lorsque 
u  et  V  demeurent  indéterminés,  c'est  ce  qu'il  est  facile  d'établir. 

On  sait  que  si  l'on  considère  les  deux  polynômes 

o{x)  =  {x-hXi){x-hX2).  .  ,(x-^Xm), 

^{y)  =  {y^yi){y-^y^)--'iy-^yp)^ 

le  produit     ^{Xi).'^{x.) ^{xm)     est   symétrique   par  rapport  aux  a? 

et  aussi  par  rapport  aux  y,  d'où  il  résulte  qu'on  peut  l'exprimer  et 
d'une  seule  manière  à  l'aide  des  fonctions  symétriques  élémentaires 
Si,  S2,  ...,  Sm  des  X  et  des  fonctions  symétriques  élémentaires 
Ti,  Ta,  ...,  T^,  des  y  ;  nous  rappellerons  en  outre  que  ce  produit  est 


230  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE 

composé  avec  les  S  et  les  T  de  la  même  manière  que  le  résultant  des 
deux  polynômes 

g{x)  =  x^'  4-  bix^'-'  H ^bj, 

est  composé  avec  les  coefficients  a  et  ô  de  ces  polynômes.  Il 
résulte  de  là  que  l'on  parvient  au  résolvant  du  système 

f{x)  =  a-"'  -I-  flio^'»-^  H h  fl,„  =:  0, 

9{y)  =  }f  +  biif'-'  H h  6,,  =  0, 

en  remplaçant  dans  le  produit  des  mp  facteurs 

JJ[{z-}-uXi-\-vyk), 

où  i  et  k  désignent  successivement  Tun,  les  entiers  1,  2,  ...,  m, 
l'autre,  les  entiers  1,  2,  ...,  p,  d'une  part  les  S  par  les  a  et  d'autre 
part  les  T  par  les  b. 

Considérons  ensuite  le  discriminant  du  résolvant  qu'on  vient  de 
former  ;  une  remarque  analogue  montre  qu'on  peut  obtenir  ce  dis- 
criminant en  remplaçant  respectivement  dans  le  produit  de 
mp{mp — 1)     facteurs 

JJ[i/(a;.  —  Xi')  ■+-  v{yu  —  y  h')] 

les  fonctions  symétriques  élémentaires 

Si,  Sg,  ...,  S,„     et     Ti,  Tg,  ...,  T^; 

par  a,,  «21  •••,  «>»  et  61,  b^,  ...,  bj,.  Il  est  dès  lors  facile  de  don- 
ner l'expression  d'un  terme  quelconque  de  ce  discriminant  ;  nous 
observerons  que  le  discriminant  est  homogène  en  u  et  v  et  de  degré 
mp{mp — 1)  et  nous  choisirons  celui  de  ses  termes  qui  renferme  u 
à  la  plus  haute  puissance.  On  reconnaît  immédiatement  que  ce 
terme  est 

en  désignant  par  A^  le  discriminant  du  polynôme  f{x)  et  par  a,; 
celui  du  polynôme  g[y),  et  l'on  peut  conclure  de  là  que  le  discrimi- 
nant du  résolvant  ne  peut  être  nul^  quels  que  soient  u  et  v,  que  dans  le 
cas  où  l'un  des  polynômes  f[x)  et  g[y)  a  des  diviseurs  multiples,  ce  qui 
démontre  la  propriété  annoncée. 

Nous  n'avons  donc  à  examiner  que  deux  cas  distincts  suivant  que 
le  résolvant     R(2,  w,  v)     est  ou  non  irréductible. 
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Envisageons  d'abord  le  premier  d'entre  eux,  c'est-à-dire  suppo- 
sons le  résolvant  irréductible  ;  nous  savons  qu'alors  toute  relation 
entière  en  x  et  y,  à  coefficients  entiers,  M(.3?,  ?/)  =0,  qui  est  com- 
patible avec  les  relations  données,  en  est  une  conséquence  nécessah^e 
et  même  une  combinaison  linéaire.  Désignons  par  a  et  b  deux 
entiers  tels  que  le  polynôme  R(z,  a,  b)  n'ait  point  de  facteurs 
multiples;  nous  savons  également  que  le  polynôme  R(z,  a,  b)  est 
irréductible  et  que  les  relations 

iR(z,  a,  b)  =  0, 
xJ)M{z,  a,  ô)  +  D«R(2,  a,  b)  =  0, 
î/D,R(3,  «,  b)  -\-  DfcR(z,  a,  b)  =  0 

peuvent  remplacer  complètement  les  relations  données.  Enfin,  si  l'on 
observe  que  lorsque  ^  et  rj  vérifient  les  relations 

le  symbole     Ç  =  «^  -j-  ôrj     vérifie  la  relation 

m,a,b)  =  0, 

on  voit  que  l'introduction  dans  le  calcul  des  symboles  ^  et  r^  équi- 
vaut à  l'introduction  du  symbole  unique  ^,  qui  est  également  un 
nombre  algébrique  entier  et  qui  est  défini  par  la  relation  irréduc- 
tible 

Il  est  en  efl'et  inutile  de  rappeler  que  les  relations  (II)  donnent 
dans  ce  cas  l'expression  de  ^  et  r]  comme  fonctions  entières  de  C  à 
coefficients  entiei^s. 

Le  domaine  algébrique  [^,  t)]  est  donc  identique  au  domaine  [Ç] 
et  dans  ce  dernier  domaine  le  calcul  est  défini,  d'une  manière 
unique  et  déterminée,  par  les  hypothèses  faites  sur  C. 

50.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  lorsque  le  résolvant 
R{z,  w,  v)  n'est  pas  irréductible  ;  nous  conviendrons  de  désigner  par 
P(2,  i<,  v)  l'un  quelconque  de  ses  diviseurs  irréductibles.  Les  relations 
entières  en  x  et  y  h  coefficients  entiers  qui  sont  compatibles  avec 
les  deux  relations 

(I)  M  =  0,  giy)  =  0 

sont,  ou  bien  des  conséquences  nécessaires  de  ces  relations,  ou  bien 
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des  conséquences  nécessaires  des  relations  de  Tun  des  systèmes 

P(z,  a,  h)  =  0, 
xT),F{z,  a,  b)-hDaP{z,  a,  b)  =  0, 
î/D,P(s,  rt,  b)  4-  D,P(s,  a,  b)  =  0, 

dans  lesquelles  a  et  b  sont  des  entiers  choisis  de  telle  sorte  que  le 
polynôme  R{z,  a,  b)  soit  sans  diviseurs  multiples.  Ces  dernières  re- 
lations forment  d'ailleurs,  lorsqu'on  y  regarde  z  comme  représen- 
tant la  combinaison  ax  4-  %,  l'un  quelconque  des  systèmes  irré- 
ductibles en  lesquels  le  système  (I)  peut  être  décomposé. 

Il  résulte  de  là  que  le  calcul  des  fonctions  entières  de  ^  et  t]  à 
coefficients  entiers  n'est  pas  complètement  détermine  par  les  hypo- 
thèses faites  sur  ces  symboles,  puisqu'on  parvient  à  des  conclusions 
différentes  suivant  qu'on  admet  que  les  relations  de  l'un  ou  de  l'autre 
des  systèmes  irréductibles  qu'on  vient  de  former  sont  vérifiées  par 
ces  symboles.  Mais  on  peut  ajouter  immédiatement  que  si  l'on 
assujettit  des  symboles  ^  et  r^  à  se  composer  entre  eux  et  avec  les 
entiers  suivant  les  deux  modes  exigés  et  à  vérifier  les  relations 

V{K,a,b)=0, 

|D.P(Ç,a,  ^*)4-D«P(^,  a,  6)==0, 

7)D^P(C,  a,b)-hB,,V{K,a,b)  =  0, 

où  ^  désigne  l'expression  a^-\-bri^  et  qui  comme  on  le  sait  se  ré- 
duisent à  deux  relations  distinctes  seulement,  ces  conditions  définis- 
sent dune  manière  unique  le  calcul  des  symboles  ^  et  ■/). 

Le  calcul  ainsi  défini  est  identique  à  celui  du  seul  symbole  ^  as- 
sujetti à  posséder  avec  les  entiers  et  avec  lui-même  les  mômes  modes 
de  composition  et  à  vérifier  la  relation  irréductible  P(^,  a,  b)  —  0. 
Enfin  les  symboles  ^  et  r,  déterminés  par  les  relations  précédentes 
vérifient  les  relations  f{^)  =  0,  g{r,)  =  0,  quel  que  soit  le  facteur 
irréductible  du  résolvant  désigné  par  P(z,  n,  v). 

On  reconnaît  ainsi  q\ïil  existe  différents  couples  d'entiers  algébri- 
ques  (^,  "Tj)    qui  satisfont  aux  deux  relations 

m  =  0,  g{r,)  =  0 

et  que  le  calcul  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  ^  et  de 
ri  n'est  pas  le  même  pour  tous  ces  couples. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  préciser,  en  partant  d'un  symbole  ^ 
assujetti  à  vérifier  la  relation    /■(^)  =  0,     celui  des  symboles  -/j  qui 
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peuvent  vérifier  la  relation  ^(r^)  =  0,  que  Ton  veut  adjoindre  au 
domaine  [^].  Nous  venons  démontrer  qu'il  suffit  pour  cela  de  donner 
le  facteur  irréductible  P(3,  a,  b)  du  résolvant  qui  doit  s'annuler 
quand  on  y  remplace  s  par  la  combinaison  al-^-br^.  Cette  opéra- 
tion étant  faite,  le  calcul  des  entiers  algébriques  \  et  r^  est  déterminé 
d'une  manière  unique;  et  nous  avons  établi  qu'il  est  identique  au 
calcul  d'un  seul  symbole  t,  —  symbole  qui  est  également  un  entier 
algébrique  puisque     ^  =  a^-hôr]     —   assujetti  à  vérifier  la  relation 

irréductible 

P(C,  «,  b)  =  0. 

Il  convient  d'observer  ici  qu'on  pouvait  prévoir  les  résultats  que 
nous  venons  d'obtenir.  Il  est  évident  en  effet  que  pour  être  assuré  de 
ne  rencontrer  dans  le  calcul  des  symboles  ^  et  vj  aucune  ambiguïté, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  d'imposer  à  ces  symboles  des  conditions 
telles  que  toutes  les  relations  compatibles  avec  ces  conditions  en 
soient  des  conséquences  nécessaires.  Les  relations  par  lesquelles  nous 
définissons  le  calcul  de  ^  et  de  r^  et  par  suite  ces  symboles  eux-mêmes., 
en  tant  qu'ils  nous  sotit  accessibles^  doivent  par  conséquent  former 
un  système  irréductible.  Nous  venons  de  voir  comment  il  faut  les 
choisir  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

En  résumé,  l'analyse  précédente  nous  permet  de  remplacer  dans 
tous  les  cas  l'adjonction  à  l'ensemble  des  nombres  entiers  de  deux 
entiers  algébriques  bien  définis  —  et  nous  savons  ce  qu'il  faut  en- 
tendre par  là  —  par  celle  d'un  seul  entier  algébrique  que  l'on  sait 
également  définir  d'une  manière  précise. 

Nous  pouvons  donc  conclure  de  là  une  manière  de  définir  le  cal- 
cul    dans    tout  domaine      [^,  v),  t, ]      formé   par   des   entiers 

algébriques  qui  vérifient  les  relations  irréductibles  à  coefficients 
entiers 

A^)  =  o,         ^(^)--o,         im  =  o, 

à  condition  de  préciser  si  cela  est  nécessaire,  comme  on  a  appris  à  le 
faire,  la  définition  du  symbole  que  l'on  veut  adjoindre  à  un  domaine 
dans  lequel  le  calcul  est  déterminé  d'une  manière  unique.  Il  est 
inutile  d'ajouter  que  le  calcul  ainsi  défini  ne  renfermera  aucune 
contradiction  puisqu'il  est  identique  au  calcul  dans  un  domaine 
algébrique  [a],  oii  l'entier  algébrique  a  est  défini  par  une  seule  re- 
lation irréductible  à  coefficients  entiers, 

R(a)  =  0, 
que  nous  avons  appris  à  former. 
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51.  Revenons  aux  relations 

I   P(r,  a,  b)  =  0, 

où  C  représente  la  combinaison  a^  +  <^rj,  qui  nous  ont  permis  de 
définir  d'une  manière  unique  le  calcul  de  deux  symboles  ^  et  r,  qui 
satisfont  aux  relations 

/U)  =  0,  9^  =  0. 

Il  est  possible  de  substituer  à  ces  relations  (l)  un  autre  système 
plus  simple  à  certains  points  de  vue,  auquel  nous  allons  parvenir 
en  traitant  Tune  des  questions  posées  dans  un  chapitre  antérieur 
relativement  au  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper  ;  nous 
voulons  parler  de  la  recherche  de  la  réductihilité  dans  le  domaine  [^], 
dont  nous  rappelons  ici  l'objet  : 

On  suppose  que  Ton  ajoute  à  Fcnsemble  des  nombres  entiers  un 
nombre  algébrique  entier  ^,  qui  vérifie  la  relation  irréductible 
d'ordre  m  :  f{^)  =  0;  on  demande  de  fixer  ensuite  le  caractère  de 
toute  équation  irréductible  à  coefficients  entiers  g{ij)  =  0,  au 
point  de  vue  de  la  décomposition  de  son  premier  membre  dans  le 
domaine  algébrique  [^1. 

P^ormons  pour  cela  le  résolvant    R^z,  u^  v)     du  système 

I   f{x)  =  0, 

1  9(y)  =  0, 

et  décomposons  ce  résolvant  en  ses  facteurs  irréductibles 

P,.(z,  W,  V), 

que  nous  supposerons  en  nombre  égal  à  h.  On  a  établi  que  ces 
facteurs  sont  essentiellement  distincts  et  que  le  système  (I)  se 
décompose  en  h  systèmes  définis  soit  par  une  des  identités  en 
u  et  V  : 

Pi{ux  -\-  vy,  u,  v)  =  0 

(^-l,2,  ..    ,h), 
soit  par  les  relations 

P,(z,  a,  b)  =  0, 

a'D,P,(z,  a,  6)  4-D«P,(z,  a,  b)  =  0, 
yD,Pi{z,a,  /.)+D,P,(z,  a,  b)  =  0, 

soit  enfin  par  les  relations 

P,(z,  «,  b)  =  0, 


m 
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Considérons  maintenant  les  deux  polynômes  en  ?/,  Pi{ax-^by,  a,  b) 
et  giy)  ;  nous  pouvons  exécuter  sur  ces  polynômes  les  opérations 
qui  conduisent  au  plus  grand  commun  diviseur  et,  si  nous  désignons 
par  F(a')  le  dernier  reste,  il  suffit  d'observer  que  la  relation 

¥{x)  =  0 
est  compatible   avec  la  relation    f{x)  —  0    pour  en  conclure  que 
Y[x)  est  divisible  par  f[x).  On  est  ainsi  conduit  à  trois  identités  de 
la  forme 

Vi{ax+by,  a,  b)  =  %idi{x,  y)  +  A/(ar), 

giy)  =  Mi(-^,  ?/)-+- B,/(a^), 

di{x,  y)  =  liPiiax  -+-  by,  a,  b)  -h  iJ..g[y)-\-^if{x), 
où  Ton  désigne  par  a^-,  p,-,  A^-,  B,,  X,,  ^Jt^,  v^-  des  polynômes  entiers  en 
a?  et  ?/  à  coefficients  entiers.  Nous  dirons  que  le  polynôme  di[x,  ?/), 
qui  est  le  dernier  diviseur  employé,  est  le  plus  grand  commun  divi- 
sent^ de  Fi{ax  +  by,  a,  b)  et  de  g[y)  suivant  le  module  /(a?),  et  nous 
entendons  par  là  uniquement  qu'on  regarde  comme  nuls  les  mul- 
tiples de  f{x). 

Considérons  les  identités  en  x  et  y  qu'on  vient  d'écrire  ;  on  en 
déduit  immédiatement,  en  tenant  compte  des  propriétés  du  résol- 
vant : 

JJrf<a?,  y)  =  M{x,  y).g{y)-^noo,  y).f\x) 

et  g{y)  =  m{x,  y).Yldi(x,  y)-hn{x,  y).f{x), 

en  désignant  par  M,  N,  m,  n  des  polynômes  entiers  à  coefficients 
entiers  ;  d'où  l'on  peut  conclure  en  négligeant  les  multiples  de  f[x), 
c'est-à-dire  en  remplaçant  x  par  un  nombre  algébrique  ^  qui  vérifie 
la  relation    f\^)  =  0, 

WX,y).m(^.y)  =  ^' 

Il  suffît  alors  d'observer  que  dans  le  domaine  [V\  toutes  les  fonc- 
tions entières  à  coefficients  entiers  de  ^  dont  le  degré  est  inférieur 
au  degré  du  polynôme  f{x)^  sont  des  symboles  distincts  dont  un  seul 
est  nul,  pour  conclure  de  là  les  identités  en  y  : 

M(^,  7y)  =  i  et  m{\,y)=i. 

On  a  donc  l'identité  en  a:  et  en  y  : 


giy)  =Jldioo,  y)  ^n{x,  y).f{x), 
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d'où  il  résulte  que  nous  savons  former  une  décomposition  du  poly- 
nôme g{y)   dans  le  domaine  d'intégrité  [^1,  défini  par  la  relation 

m  =  0. 

Nous  ajouterons  que  la  manière  dont  nous  avons  obtenu  les  po- 
lynômes di{x,  y)  montre  que  les  relations 

c^,(^,  y)  =  0  et  du%  y)  =  0 

sont  incompatibles,  c'est-à-dire  que  les  divers  polynômes  di[x,  y) 
sont  différents.  11  est  clair  en  outre  qu'il  n'existe  aucune  décompo- 
sition de  la  forme 

d■{\,y)  =  d\{:,,^^).d%y\ 

d'i   et   d"i  désignant  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  sans  quoi 

le  système 

f(x)  =  0,  di{x,  y)  =  0 

ne  serait  pas  irréductible. 

Il  est  donc  légitime  de  dire  que  la  décomposition  donnée  du  poly- 
nôme g[y)  dans  le  domaine  ^  est  une  décomposition  en  facteurs  irré- 
ductibles. 

Nous  ferons  enfin  remarquer  que  cette  décomposition  est  unique. 

Si  nous  avons  en  effet  l'identité 


9[v)  =  Jl^kioc,  y)^p{x,  y)-fix), 


on  en  conclut  que  la  relation  e,,{x,  y)  =  0,  où  l'on  peut  supposer 
que  X  figure  k  un  degré  inférieur  à  celui  de  f{x),  est  compatible 
avec  les  relations  f{x)  =  0  et  g{y)  =  0,  d'où  il  résulte  qu'elle 
est  une  conséquence  nécessaire  des  relations  de  l'un  des  systèmes 

di{x,  y)  =  0, 

f{x)  =  0 

et  une  combinaison  linéaire  de  ces  relations.  Admettons  en  outre 

qu'elle  soit  irréductible,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  aucune  identité  de 

la  forme 

Ckix,  y)  =  e'u{x,  y).e'i{x,  y)^q[x,  y).f(x)  ; 

nous  pourrons  en  conclure  que  le  système 

f{x)  =  0, 

ek{x,  y)  =  ^ 
est   irréductible,  et  par  conséquent  que  di{x,  y)  est  également  une 
combinaison  linéaire  des  relations  de  ce  système. 
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Le  raisonnement  employé  tout  à  Theure  montre  alors  qu'on  a 

nécessairement 

eu{x,  y)  =  di{x,  ?/), 

d'où  résulte  l'existence  d'une  seule  décomposition  de  g{y)  en  fac- 
teurs irréductibles  dans  le  domaine  [\]. 

L'analyse  précédente  permettrait  de  remplacer  l'adjonction  au  do- 
maine [l]  d'un  entier  algébrique  yj  vérifiant  la  relation  g[r^)  —  0 
par  celle  d'un  entier  algébrique  vériliant  une  des  relations 

<(^,  ri)  -  0, 

et  l'on  serait  alors  assuré,  quand  le  degré  de  di{i,  r^)  par  rapport  à 
Y]  surpasse  l'unité,  de  la  nécessité  d'introduire  le  symbole  r^,  alors 
qu'il  peut  arriver  en  procédant  comme  on  l'a  fait  plus  haut  que  le 
domaine  [^,  rj  se  réduise  efl'ectivement  au  domaine  [^]  ;  mais  il 
est  préférable  de  raisonner  symétriquement  sur  les  symboles  ^  et  q 
et  de  rapporter  toujours  leur  définition  à  l'ensemble  des  nombres 
entiers. 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  a  néanmoins  une  grande 
importance  dans  d'autres  théories,  telles  que  celle  de  la  divisibilité 
des  entiers  algébriques  dans  le  domaine  [^  ;  comme  nous  n'avons 
pas  l'intention  de  parler  ici  de  cette  question,  nous  renverrons  le 
lecteur  aux  beaux  travaux  de  Kronecker  et  de  M.  Dedekind  sur  ce 
sujet. 

Ajoutons  cependant  que  les  deux  relations 

f{x)  =  0,  di{x,y)=0 

peuvent  remplacer  les  trois  relations 

Pi{ax  -h  by,  a,  b)  =  0, 
f\x)  =  0,     '        g{y)  =  0, 

par  lesquelles  nous  avons  défini  le  calcul  des  symboles  ^  et  r^,  et 
que  ces  deux  systèmes  sont  liés  de  telle  sorte  que  toute  relation  de 
l'un  d'eux  est  une  combinaison  linéaire  des  relations  de  l'autre.  Ces 
deux  relations  constituent  la  forme  particulière  des  équations  de 
définition  de   k  et  de   r^   que  nous  avions  annoncée  plus  haut. 

II.  —  2"^  MÉTHODE  :  Résolvante  de  Galois. 

52.  Il  a  été  établi  dans  les  pages  qui  précèdent  que  le  calcul  dans 
un  domaine  algébrique  est  déterminé  d'une  manière  unique  et  com- 
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plètement  connu,  lorsqu'on  sait  constituer  ce  domaine  par  des  ad- 
jonctions successives  d'un  seul  symbole  à  un  domaine  dans  lequel 
le  calcul  est  déjà  connu.  11  ne  se  présente  d'ailleurs  dans  ce  calcul 
aucune  contradiction. 

Nous  allons  montrer  qu'il  en  est  de  même  dans  le  cas  où  Von 
ajoute  simultanément^  à  un  domaine  dans  lequel  le  calcul  est  déjà 
connu,  tous  les  symboles  distincts  qui  'possèdent  les  modes  de  composi- 
tion que  nous  avons  imposés  aux  entiers  algébriques  et  qui  vérifient  en 

outre  la  relation 

f{x)  -  0, 

où  l'on  désigne  par  f{x)  le  polynôme  irréductible  à  coefficients  en- 
tiers 

Nous  avons  déjà  établi  qu'il  ne  peut  exister  plus  de  n  symboles 
distincts  ci,  =2,  •••,  i/  possédant  ces  propriétés  et  que  ces  symboles, 
mis  respectivement  à  la  place  de  a?i,  a?2,  ... ,  ^/t,  devront  nécessaire- 
ment vérifier  les  relations 

Si    =  Pu  Sa  =   P2,  .  .  .  ,  S„  =  Pn, 

OÙ  l'on  a  désigné  par  Si,  S.,  ...  ,  S,,  les  fonctions  symétriques  élé- 
mentaires des  X. 

On  sait  enfin  que,  réciproquement,  lorsque  ces  dernières  relations 
sont  vérifiées,  les  symboles  a?,,  Xn^  . . .  ,  Xn  vérifient  tous  la  rela- 
tion 

f(x)  =  0 

et  sont,  à  l'ordre  près,  identiques  aux  symboles  ^i,  1,,   ...  ,  \n. 
Il  reste  donc  à  établir  que  les  relations 

(A)  Si  =  pi,  S2=p2,  ...,  S„  =  p„ 

ne  sont  pas  incompatibles  et  à  montrer  qu'elles  suffisent  pour  dé- 
terminer le  calcul  des  symboles    x^  a?,,  . . .  ,  x„. 

Nous  observerons  d'abord  que  si  le  système  (A)  possède  des  so- 
lutions, ces  solutions  sont  déterminées,  car  tout  élément  xi  de  l'une 
d'entre  elles  devant  vérifier  la  relation  f[xi)  =0  ne  peut  être 
choisi  d'une  façon  arbitraire  dans  un  ensemble  de  symboles  connus, 
parmi  les  nombres  entiers  par  exemple. 

Cela  étant  acquis,  la  symétrie  des  équations  (A)  nous  montre  que 
lorsque  les  égalités 

X\  =:=  ?!,  X-i    —   Ça,  •  •  «7  '^n   —    ^n 
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définissent  une  solution  de  ces  équations,  il  en  sera  de  même  des 
égalités 

où  l'on  a  désigné  par  ri,  r^,  .  .  .  ,  r„  les  entiers  1,  2,  ...  ,  n, 
pris  dans  un  mode  arbitraire  de  succession. 

La  suite  i\,  ra,  . . .  ,  r^  est  dite  former  une  permutation  des  en- 
tiers 1,  2,  .  . .  ,  n,  et  il  est  facile  d'établir  qu'il  existe  un  nombre 
de  permutations  distinctes,  c'est-à-dire  différant  au  moins  par  les 

places  occupées  par  deux  entiers,  égal  au  produit     1.  2 r?, 

produit  qu'on  écrit  simplement  n  !. 

Nous  concluons  de  là  que  lorsque  le  système  (A)  admet  une  so- 
lution, il  en  admet  certainement  n  !  ;  sa  résolvante  générale  est 
donc  au  moins  de  degré  n  !,  et  il  suffit  d'observer  que  d'autre  part 
le  degré  de  cette  résolvante  ne  peut  dépasser  le  produit  des  dimen- 
sions maxima  des  premiers  membres  des  relations  (A)  pour  en  con- 
clure qu'il  est  précisément  égal  li  n\. 

Considérons  maintenant  le  produit 

JJ(Z  —  U^Xr^  —  U^Xr^ —  U,,Xr^ 

étendu  à  toutes  les  permutations  n,  i\,  ...  ,  i\  des  entiers 
1,  2,  . . .  ,  n  ;  il  est  clair  que  ce  produit  est  une  fonction  symé- 
trique des  X,  car  ses  facteurs  ne  font  que  s'échanger  lorsqu'on 
échange  Xi  et  xj,.  Nous  savons  donc  l'exprimer  et  cela  d'une  ma- 
nière seulement  à  l'aide  des  expressions  Si,  Sa,  ...  ,  S„  : 

J\[Z~  U,Xr^-U,X„^ ~  VrJ   =   F(z,  Si,    S2,    "  •  ' ,    S„)  . 

Envisageons  alors  l'identité  bien  connue  de  Taylor  : 

V{z,  Si,  S2,  .,.,  S„)  =  F(s,  pi,  ^2,  ...,;3„) 

-\-^%-pi)\y,;p[z,  p,,  p,,  ...,;jj4-  ■••  ; 

elle  nous  montre,  lorsqu'on  y  remplace  z  par  l'expression 

IhXi  4-  U2X2  + h  UnX,i, 

auquel  cas  on  a  identiquement  par  rapport  aux  x  : 

nz.  Si,  S2, ...,  s,,)  =  0, 

que  la  relation  F(z,  pi,  p,,  ...,  p,^)  =i  0 

est  une  conséquence  nécessaire  des  relations 

(A)  Si    :=   pi,  S2    =  /)2,  .   .  .    ,     S«    =  pn 
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et  une  combinaison  linéaire  de  ces  relations.  Nous  pouvons  donc 
affirmer  que  cette  relation 

est  la  résolvante  générale  du  système  (A),  et  nous  établissons  ainsi 
que  cette  résolvante  renferme  effectivement  3,  c'est-à-dire  que  les 
relations  (A)  ne  sont  jamais  incompatibles. 

53.  11  est  facile  de  montrer  que  la  résolvante 

n'a  pas  de  diviseurs  multiples,  lorsque  les  u  sont  indéterminés.  Consi- 
dérant pour  cela  le  polynôme 

F(3,  S,.  S„  . .   ,  S„}  =  JJ(3  —  WIJ^—  ii^r—    •  —  ti„J^rJ 
et  rappelant  que  le  discriminant  de  ce  pol\Tiome  est  le  produit 

étendu  aux  n!  ni  —  I)  combinaisons  deux  à  deux  des  n '.  expres- 
sions 

nous  formerons  dans  ce  discriminant,  qui  est  homogène  en 
II,,  Ui,  ...  y  u„.  le  coefficient  d'un  terme  que  nous  définissons 
de  la  manière  suivante  :  prenons  parmi  tous  les  termes  du  discri- 
minant tous  ceux  qui  contiennent  Ui  à  l'ordre  le  plus  élevé  où  il 
figure  dans  ce  discriminant,  puis  parmi  ceux-là  tous  ceux  qui  renfer- 
ment Ui  à  l'ordre  le  plus  élevé,  et  ainsi  de  suite. 

11  est  clair  que  l'on  parvient  ainsi  à  un  terme  bien  déterminé  et 
qui  ne  peut  être  obtenu  dans  le  produit  précédent  que  d'une  seule 
manière  ;  le  coefficient  de  ce  terme  est  donc  un  produit  de  diffé- 
rences (j-,  — xt,  et  la  symétrie  du  polynôme  exige  que  chacune 
de  ces  différences  y  figure  le  même  nomb^e  de  fois.  On  conclut  de 
là  que  le  coefficient  du  terme  considéré  est  une  puissance  du  discri- 
minant du  produit 

(x  — X,)(X  — Xj)...(j  — xj, 

c'est-à-dire  du  pohnome 

X"  —  SiX"~*  4-  SiX"~^  —  •  ••  zb  S„. 
11  suffit  maintenant  d'obser\-er  que  l'on  passe  de 
¥yz,  S„   Ss,  . . .  ,  SJ 
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au  résolvant  F(z,  /9,,  ;"2,  . .  •  ,  Pn)  en  remplaçant  simplement  Sj 
par  Pi,  pour  conclure  de  là  que  le  coefficient  du  terme  considéré 
dans  le  discriminant  du  résolvant  est  une  puissance  du  discri- 
minant ^f  du  polynôme  f{x). 

On  peut  donc  dire  que  si  le  polynôme  f{x)  est  sans  diviseurs  multi- 
ples, le  discriminant  du  polynôme  F(z,  pi.p.^,  ...  ,  /?„),  qui  est 
homogène  en  w,,  Wg,  . . .  ,  ?/„,  ne  sera  pas  identiquement  nul  et 
par  suite  que  ce  polynôme  sera  aussi  sans  diviseurs  multiples, 
lorsque  les  u  sont  indéterminés. 

54.  Ces  résultats  étant  acquis,  rien  n'est  plus  facile  que  de  définir 
des  symboles  distincts     ^i,  Ç2,  . .  •  ,  ?n    qui  vérifient  la  relation 

f{x)  ^  0 
et  de  montrer  comment  on  déterminera  le  calcul  de  leurs  fonctions 
entières.  Désignons  à  cet  effet  par  Rfs,  u)  le  résolvant 

considéré  comme  fonction  des  z  et  des  w,  et  par  G(2^  u)  Tun  de 
ses  diviseurs  irréductibles  lorsque  les  u  demeurent  indéterminés  ; 
nous  savons  que  si  les  entiers  «i,  «2,  .  • .  ,  an  sont  choisis  de  telle 
sorte  que  le  polynôme  R(z,  a)  n'ait  point  de  diviseurs  multiples,  le 
polynôme  G(^,  a)  sera  irréductible.  Il  sufiira  donc  d'ajouter  à  Ten- 
semble  des  nombres  entiers  un  symbole  l  assujetti  à  posséder  les 
modes  de  composition  imposés  aux  ;  et  à  vérifier  la  relation 

G(r,  a)  =  0, 
pour  obtenir  à  l'aide  des  relations 

^,D^G(Ç,«)+D,.G(^,  «)  =  0 

(^•  =  ^,  2,  ...,  n) 

Texpression  explicite  de  n  symboles  ^i,  ;,,   ...,  i,  qui  possèdent 

les  modes  de  composition  exigés  et  vérifient  les  relations  (A).  Ces 

symboles  sont  nécessairement  distincts,  car  ils  vérifient  l'identité 

et  nous  savons  que  le  discriminant  de    f{x),   qui  est  alors  identique 
au  produit    JJ(;i  —  c,,),     est  diff"érent  de  zéro. 
Si  l'on  observe  d'autre  part  que  l'on  a 

l  -  aiii  +  a2?2  4-  •••  -^aX, 
ainsi  qu'il  résulte  de  l'homogénéité  du  polynôme     Gù,  aj,  a^_,  ...,  «„). 
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on  en  conclut  que  le  domaine  algébrique  [^i,  ^2,  ..-,  ^n]  est  identique 
au  domaine  constitué  par  le  seul  entier  algébrique  ^,  c'est-à-dire  au 
domaine  [y.  Il  résulte  de  là  que  dans  ce  domaine  [^1,  ^2,  . . .,  y, 
le  calcul  est  déterminé  d'une  manière  unique,  complètement 
connu  et  qu'il  ne  renferme  point  de  contradiction. 

55.  Il  convient  de  répondre  immédiatement  à  une  question  que 
suggèrent  les  remarques  précédentes  :  Lorsque  le  résolvant  R{z,u) 
est  irréductible,  il  n'existe  qu'une  seule  manière  de  définir  Ç,  car 
la  relation  R(s,  a)  =  0,  conséquence  nécessaire  des  relations  (A), 
est  irréductible;  le  calcul  des  entiers  ^1,  ^2,  ...,  ti  est  donc  déter- 
miné d'une  manière  unique  par  la  définition  que  nous  avons  donnée 
de  ces  entiers,  et  la  méthode  que  nous  employons  pour  les  définir  à 
l'aide  de  ^  est  nécessaire.  Qa'arrive-t-il  lorsque  ce  résolvant  ad- 
mettant des  diviseurs  G/Jz,  w),  nécessairement  distincts,  le  pro- 
cédé que  nous  venons  d'indiquer  conduit  à  des  définitions  distinctes 
du  symbole  l,  suivant  que  l'on  part  de  l'un  ou  de  l'autre  des  divi- 
seurs irréductibles  du  résolvant  ? 

Nous  observerons  d'abord  que  la  relation  R(s,  a)  =  0,  qui  est 
une  conséquence  nécessaire  des  relations  (A),  entraîne  nécessaire- 
ment l'une  des  relations  Ga-^z,  a)  =  0  et  que  cette  dernière  exclut 
toutes  les  autres  relations   de  cette  forme.   Si  l'on  ajoute  que  les 

équations 

R(2,  a)  =  0, 

a?,DJl(z,  a)  +  Da.R(-,  a)  =z  0 

(i-1,2,  ...,n) 

forment  un  système  équivalent  aux  relations  (A),  il  sera  clair  qu'on 
ne  peut  déduire  des  relations  (A)  aucune  raison  pour  égaler  à  zéro 
l'un  des  facteurs  irréductibles  de  Rfz,  a)  de  préférence  à  un  au- 
tre. Il  est  donc  nécessaire  d'égaler  à  zéro^l'un  de  ces  facteurs  choisi 
d'une  manière  arbitraire,  et  la  relation  ainsi  obtenue  compatible 
avec  les  relations  (A)  n'est  pas  une  combinaison  linéaire  de  ces  re- 
lations. 

Supposons  qu'on  ait  défini  ^  par  la  relation  G{K,  a)  =  0  ;  nous 
pouvons  prévoir  aisément  le  changement  produit  lorsqu'on  rem- 
place ^  par  le  symbole  tj^  défini  par  la  relation 

G,(tk.  a)  =  0. 
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Nous  savons  en  effet  que  si  l'on  a 

^,:Dj;G(^,  a)  -+-  D«.G(^,  a)  =  0 
(1  =  1,2,  ...,  ri), 
toutes  les  solutions  du  système   (A)  sont  obtenues  et  obtenues  une 
seule  fois  en  écrivant 

X,  =  e,.,,  X,  =  ir,.  .    -,  ^n=  ^.•„. 

où  Ton  désigne  par     n,  r,,  ...,  r„     l'une  quelconque  des  n  !  permu- 
tations des  entiers    1,  2,  ...,  n.     Si  Ton  considère   par  conséquent 
les  symboles    r^^,  r,,  ,•■•,  '1«    définis  par  les  relations 
rn\G„{l,,  a)  +  D„.G,(r,,  a)  =  0 
(i  =  1,2,  ...,n), 
ces  symboles  sont  simplement  les  entiers  algébriques     ^i,  ^2,  .-•,  ^n 
rangés  dans  autre  ordre.   Supposons  par  exemple    r^i  =  ki,     la  suite 
k,,h,  ...Jin     désignant  une   certaine  permutation  des   entiers   1, 
2,'...,  n  ;    la  substitution  de     G,(z,  a)     à     G(z,  a)     équivaut  unique- 
ment à  appeler  'ç,  rentier  algébrique  désigné  par    hi    dans  la  pre- 
mière hypothèse. 

Fixer  le  facteur  irréductible  de  R(s,  a),  c'est  donc  préciser 
dans  une  certaine  mesure  la  notation  des  entiers  algébriques  ^1, 
^2,  ...,  ^n,  d'où  il  résulte  qu'il  est  légitime  de  dire  que  les  relations 
(A)  permettent  dans  tous  les  cas  de  définir  d'une  manière  unique  le 
calcul  de  symboles     ^1,  ^2,  ..-,  ii    qui  vérifient  ces  relations  ou  bien 

l'identité  en  a;-  .  v  . 

f{x)=={x-^,){x  —  ^,)...{x-^.J. 

56.  L'équation  irréductible  G(s,  a.)  =  0  dont  ^  est  par  défini- 
tion l'une  des  racines,  a  été  considérée  en  premier  lieu  par  Galois 
qui  en  a  fait  le  fondement  de  sa  théorie  des  équations  ;  nous  l'appel- 
lerons suivant  l'usage,  résolvante  de  Galois  de  l'équation  f(x)  =  0. 
Signalons-en  ici  une  propriété  importante,  sur  laquelle  nous  revien- 
drons d'ailleurs  plus  tard  :  tous  les  entiers  algébriques  qui  vérifient  la 
relation  G(z,  a)  =  0  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers 
d'un  quelconque  d'entre  eux. 

Nous  venons  de  voir  en  effet  que  si  l'on  désigne  par  J;  l'un  de  ces 
entiers  algébriques,  les  relations 

^,D>;G(C,  a)-hD«.G(^,  a)==0 
(i  =  1,2,  ...,n) 
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donnent  l'expression  des  k  comme  fonctions  entières  à  coefficients 
entiers  de  l.  Si  Ton  observe  que  toutes  les  solutions  de  la  résol- 
vante générale     R(z,  a)  =  0    s'obtiennent  en  écrivant 

Ti,  r,,  ...,  rn  désignant  une  permutation  quelconque  des  entiers 
1,  2,  ...,  ?i,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  façon  dont  nous  avons  obtenu 
cette  résolvante  ou  encore  de  la  symétrie  des  relations  (A),  on  en 
conclut  que  tous  les  entiers  algébriques  qui  vérifient  la  relation 
R(:3,  a)  =  0  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  Ç,  ce 
qui  comprend  en  particulier  la  propriété  annoncée  de  l'équation 
G(z,  a)=U. 

11  importe  également  d'attirer  Tattention  sur  une  conséquence 
immédiate  de  l'analyse  précédente.  Appelons  équation  normale 
toute  équation  irréductible  à  coefficients  entiers  qui  possède  la 
propriété  qu'on  vient  d'établir  pour  la  résolvante  de  Galois, 
autrement  dit  toute  équation  telle  que  tous  les  entiers  algébri- 
ques qui  la  vérifient  soient  des  fonctions  entières  à  coelïicients  en- 
tiers de  l'un  d'entre  eux  ;  appelons  également  entier  algébrique 
norma/ tout  entier  algébrique  qui  vérifie  une  équation  normale  ;  on 
pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tout  entier  algébrique  est  fonction  entière  à  coefficients  entiers  d'un 
entier  algébrique  normal;  d'où  Ton  conclut  ({\ïon  devra  chercher  'parmi 
les  entiers  algébriques  normaux^  les  symboles-tijpes  qu'il  est  nécessaire 
d'introduire  dans  le  calcul  pour  que  toute  équation  irréductible  à  coef- 
Hcients  entiers  ait  un  nombre  déracines  distinctes  égal  à  son  degré. 

57.  Revenons  maintenant  au  sujet  de  nos  recherches,  qui  consiste 
à  définir  le  calcul  des  entiers  algébriques  dans  tout  domaine  que 
l'on  peut  constituer  en  ajoutant  simultanément  à  un  domaine  dans 
lequel  le  calcul  est  déjà  connu,  tous  les  entiers  algébriques  qui  vé- 
rifient une  môme  équation  irréductible  à  coefficients  entiers. 

Nous  avons  montré  comment  peut  se  faire  la  première  adjonc- 
tion, l'équation  dont  on  adjoint  les  racines  étant  f{x)  —  0,  et 
nous  avons  établi  par  là  la  possibilité  de  définir  logiquement  n 
racines  de  cette  équation.  Considérons  le  domaine  [^]  ainsi  obtenu 
et  proposons-nous  d'adjoindre  à  ce  domaine  les  p  racines  de  l'é- 
quation irréductible  de  degré  p  à  coefficients  entiers  :  g  [y]  =  0. 
Nous  savons  que  cette  opération  équivautà  l'adjonction  au  domaine  ^ 
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d'un  seul  entier  algébrique  0,  défini  par  une  relation  irréductible  à 
coefficients  entiers  : 

que  nous  avons  d'ailleurs  appris  à  former.  On  est  donc  amené  à 
définir  le  calcul  dans  le  domaine  algébrique  [t,  6],  les  symboles 
Ç  et  0  étant  assujettis  à  vérifier  les  relations  irréductibles  à  coeffi- 
cients entiers 

G(C,  a)  =  0, 

H(e,  b)  =  0. 

C'est  là  un  problème  que  nous  avons  résolu  au  début  de  ce  cha- 
pitre. On  y  a  établi  que  le  domaine  [t,  0]  est  identique  à  un  domaine 
[cp]  formé  par  l'adjonction  d'un  seul  entier  algébrique  o,  défini  par 
une  équation  irréductible  à  coefficients  entiers  que  l'on  sait  former, 
entier  algébrique  qui  est  d'ailleurs  de  la  forme  Wo^h-î;oO,  u^  et^^ 
étant  deux  entiers  ordinaires  ;  d'où  il  résulte  que  le  calcul  est  déter- 
miné dans  ce  domaine  et  ne  renferme  point  de  contradiction. 

Il  convient  d'observer  en  passant  que  lorsque  le  résolvant  du 
système 

E{t,b)  =  0 
est  irréductible,  on  est  amené  à  préciser  la  racine  de  la  seconde 
équation  que  Ton  désignera  par  6  et  qu'on  adjoint  au  domaine  [C], 
c'est-à-dire  à  préciser  encore  la  définition  de  chacun  des  entiers 
algébriques  ^^i,  r^2,  •••,  ^i^.  qui  vérifient  la  relation  g{y)  —  0^  en 
tenant  compte  de  la  manière  dont  ils  se  comportent  vis-à-vis  d'une 
racine  l  de     G(s,  a)  =  0. 

Nous  ferons  également  sur  l'entier  algébrique  o  que  nous  venons 
de  considérer  une  remarque  importante.  Il  résulte  de  la  propriété 
des  résolvantes  de  Galois  signalée  tout  à  l'heure,  que  si  l'on  a 

G;  C,  a)  =  0, 
H(0,  b)  =  0, 

on  peut  également  écrire  les  identités  en  z  et  en  ?  : 

ll{t,b)=JJ[i-M^)l 

en  désignant  respectivement  par  li(Q  et  [JtA(O)  des  polynômes  en- 
tiers à  coefficients  entiers  en  l  et  en  0,  tels  que  l'on  ait 
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UQ  =  c,  MO)  =  0  , 

et  qui  représentent  tous  les  nombres  algébriques  entiers  qui  véri- 
fient les  deux  relations 

G(s,a)  =  0, 

H(^  b)  =  0. 
On  conclut  de  là  que  le  résolvant  du  système  formé  par  ces  deux 
relations  est  décomposable  en  facteurs  linéaires  de  la  forme 

uz  +  vt—i(li{l)  —  v[x,,{0), 

et  par  conséquent  que  si  C  et  0  sont  des  fonctions  entières  à  coeffi- 
cients entiers  de  rentier  algébrique  cp,  défini  par  la  relation 

toutes  les  autres  racines  de  l'équation  résolvante  qui  sont  les  ex- 
pressions u^liiX^ -^ '^o>'A^)  sont  également  des  fonctions  entières 
à  coefficients  entiers  do  cp.  L'entier  algébrique  o  est  par  conséquent  un 
entier  algébrique  normal,  et  la  méthode  que  nous  employons  pour 
définir  le  calcul  dans  un  domaine  que  l'on  sait  former  en  ajoutant 
simultanément,  à  un  domaine  formé  de  mAme,  tous  les  entiers 
algébriques  qui  vérifient  une  mAme  équation  irréductible  à  coeffi- 
cients entiers,  ne  conduit  à  ajouter  à  l'ensemble  des  entiers  ordi- 
naires que  des  entiers  algébriques  normaux. 

Tout  domaine  de  cette  nature  s'obtient  donc  en  ajoutant  à  l  ensemble 
des  nombres  entiers,  un  seul  entier  algébrique  normal  convenablement 
choisi,  d'où  il  résulte  que  le  calcul  y  est  défini  d'une  manière  uni- 
que et  ne  renferme  aucune  contradiction. 

58.  11  convient  de  faire  immédiatement,  sur  ce  calcul,  quelques 
observations  importantes  qu'on  développera  plus  loin  d'une  manière 
complète. 

Considérons  le  domaine  [^i,  ^2,  ••.,  ^  formé  par  les  entiers 
algébriques     ^1,  ^21  •  -i  '«     <ï^^  nous  avoris  définis  par  les  relations 

G(^,  a)  =  0, 

{i=  1,2,  ...,  rO; 
nous  savons  que  si  l'on  désigne  par  a  le  degré  du  polynôme  G(z,  «), 
les  polynômes  à  coefficients  entiers  de  degré  inférieur  à  a 
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représentent  tous  les  entiers  algébriques  qui  vérifient  la  relation 
G(z,  a)  =  0  ;  proposons-nous  de  rechercher  quel  est  Teffet  de  la 
substitution  à  s  d'une  autre  racine  tk—l,,{Ç)  de  la  résolvante  de 
Galois  sur  la  définition  des  symboles  ^i,  ^^,  ...,  L  et  sur  le  cal- 
cul de  leurs  fonctions  entières  à  coefficients  entiers. 

On  sait  a  priori  que  les  entiers  algébriques     k'i,  ^2,  •••,  ^n    définis 

par  les  relations 

eDç^.G(r,,  a)H-D„.G(r,,  a)  =  0 

{i  =  1,  2,  ...,  n) 
sont  simplement  les  entiers  algébriques     ^,,  ^2,  •••,  -.n    rangés  dans 
un  ordre  convenable,  si  Von  a  par  exemple 

en  désignant  par  Ai,  /ca,  ■•.,  h  une  permutation  déterminée  des 
entiers  1,  2,  ...,  n,  la  substitution  de  ^a  à  ^  équivaut  à  appeler 
^i  rentier  algébrique  appelé  ^^..  dans  la  première  hypothèse  (*).  En 
d'autres  termes,  aux  diverses  racines  Ci  =  C,  C2,  •  •  ,  C=t  de  la  résol- 
vante de  Galois  correspondent  diverses  permutations  des  éléments 
^1,  ^2,  •  •  -,  ^n  qu'on  peut  désigner  par  Pi,  P.2,  . .,  Pa,  et  la  sub- 
stitution de  Ikh  ^  remplace  les  éléments  de  P/,.  par  les  éléments  de 
même  rang  dans  Pi. 

Nous  observerons  également  que  le  calcul  des  fonctions  entières 
à  coefficients  entiers  de  ^1,  ^2,  • .  ,  ^n,  qui  est  déterminé  d'une 
manière  unique  par  la  définition  qu'on  a  donnée  de  ces  symboles  à 
l'aide  de  t,  est  nécessairement  identique  au  calcul  des  fonctions 
entières  des  symboles  If,  IJ",  .  . . ,  ^J,  qui  sont  définis  de  la  même 
manière  à  l'aide  de  Kk-  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  tou- 
tes les  relations  entières  à  coeflicients  entiers  en  ^  restent  vraies 
pour  Ik,  ou  encore  de  ce  que  les  deux  calculs  dont  on  vient  de  par- 
ler se  déduisent  uniquement  des  relations  identiques 

Cr(r,  a)  =  0, 

G(C/o  a)  ^  0. 


(*)  Il  est  bien  évident  qu'on   ne  peut  avoir  pour   toute   valeur  de  i     ^;  =  H;c., 
puisque  C  et  sa-  sont  distincts  et  liés  aux  ^  par  les  relations 

î;  =  a,Hi  +  •  •  •  +  Onl.n,  Ca-  =  «i^a-,  +  •••-+-  M^^  ; 

la  substitution  de  î;a  à  l  produit  donc  véritablement  un  changement  dans  la  défi- 
nition des  l. 
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On  conclut  de  là  que  si  l'on  considère  par  exemple  une  relation 
entière  à  coefficients  entiers 

elle  reste  vraie  lorsqu'on  y  remplace  respectivement  ^,,  ^o,  ...,  ^„ 
par  ^ku  fe,  ...,  ^kn  et  cela  quel  que  soit  k.  Il  existe  donc  dans  le 
calcul  des  fondions  entières  de  ^i,  ^3,  ...,  ^„  une  certaine  symétrie  dé- 
finie j^ar  les  23er  mutations 

P„  P2,  ...,  P., 
symétrie  que  nous  nous  bornons  à  reconnaître  ici  et  que  nous  étu- 
dierons de  plus  près  dans  la  suite. 

59.  Nous  avons  étudié  dans  les  pages  qui  précèdent  la  constitu- 
tion des  domaines  algébriques  par  des  adjonctions  successives  de 
Tune  des  racines  d'une  équation  irréductible  à  coefficients  entiers 
ou  de  toutes  les  racines  d'une  équation  de  cette  nature.  Il  est  facile 
de  montrer  que  tous  les  domaines  algébriques  s'obtiennent  néces- 
sairement par  l'un  ou  l'autre  de  ces  procédés. 

Considérons  en  effet  un  système  irréductible  quelconque  de  rela- 
tions entières  à  coefficients  entiers  entre  des  symboles 

3?i,    ^2,    ...    ,    Xn   \ 

nous  désignerons  par  R(::,  u)  sa  résolvante  générale  que  Ton  sup- 
posera renfermer  z,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  ::: 
étant  l'unité. 

Nous  savons  qu'alors  on  peut  substituer  au  système  donné  les 
relations 

R(2,  u)  =  0, 

.T.D,R(2,  u)-\-D^R{z,  u)  =  0 
(^■-  1,2,  ...,  nu 
où  z  désigne  la  combinaison 

UiXi  ■+-  U^X2  -h   ...  -\-  UnXn. 

Il  résulte  de  là  que  si  les  a  sont  choisis  de  telle  sorte  que  le  po- 
lynôme R{z,  a)  n'ait  point  de  diviseurs  multiples,  le  système  consi- 
déré aura  autant  de  solutions  dans  un  domaine  quelconque  que 
l'équation     R^^:,  a)  =  0     y  a  de  racines. 

En  particulier,  si  l'on  ajoute  à  l'ensemble  des  entiers  un  des  en- 
tiers algébriques  qui  vérifient  la  relation  irréductible 

Il(C,  a)  =  0, 
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le  système  donné  sera  vérifié  par  les  enliers  algébriques 
définis  par  les  relations 

(i  =  1,^2,  ...,n). 

On  pourra  donc  exprimer  d'une  manière  explicite  les  éléments  de 
toutes  les  solutions  du  système  en  introduisant  dans  le  calcul 
toutes  les  racines  de  Téquation  irréductible  à  coefTicients  entiers 

R(z,  a)  =  0, 
et  le  nombre  de  ces  solutions  distinctes  est  précisément  le  degré  de 
cette  résolvante  générale. 

Il  convient  enfin  d'observer  que  le  domaine  algébrique  défini  par 
les  éléments  de  toutes  ces  solutions  est  simplement  le  domaine 
formé  en  ajoutant  aux  entiers  l'une  des  racines  de  la  résolvante  de 
Galois  de  l'équation  R(z,  a)  =  0  ;  c'est  donc  un  domaine  algé- 
brique normal,  c'est-à-dire  un  domaine  constitué  par  l'adjonction 
aux  entiers  d'un  entier  algébrique  normal. 

III.  —  Équations  spéciales,  leur  groupe. 

60.  La  définition  que  nous  avons  donnée  des  racines 

de  l'équation    f{x)  =  0,     à  l'aide  d'une  racine  ^  de  la  résolvante  de 

Galois 

G(z,  a)  =  0, 

conduit  de  la  manière  la  plus  naturelle  aune  classification  des  équa- 
tions irréductibles,  que  nous  allons  maintenant  présenter. 

Examinons  d'abord  une  équation  f{x)  =  0  pour  laquelle  le  sys- 
tème 

(A)  Si  =  Pu       ^2  =  pa,    ...  ,       ^n  =  Pn 

est  irréductible,  c'est-à-dire  pour  laquelle  la  résolvante  générale  de 

ce  système   :      R(2,  Wi,  w.2,  ...  ,  Wn)  =  0      est  irréductible   lorsque 

les  u  sont  indéterminés.  On  a  vu  que  la  résolvante  de  Galois  est 

alors 

Riz,  «1,  aa,  ...  ,  an)  =  0  ; 

on  observe  qu'elle  est  de  degré  n!,  d'où  il  résulte  qu'en  rempla- 
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çant  l  par  une  quelconque  de  ses  racines,  on  peut  remplacer  les 
éléments  de  la  suite  ^,,  ^o,  •••  ,  ii  par  les  éléments  de  même  rang 
dans  une  permutation  quelconque. 

Toute  relation  entière  en  ^i,  ^o,  •••,  ^.n  à  coefficients  entiers  de- 
meure donc  vraie  lorsqu'on  y  remplace  respectivement 

par  les  éléments  correspondants  l^^,  ^a^,  •••î  ^/^^  d'une  permutation 
quelconque  P/.. 

C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  conclure  aussi  d'une  propriété  des 
systèmes  irréductibles  signalée  antérieurement  :  Toute  relation  en- 
tière en  0-1,  a'o,  ...,  Xn  à  coefficients  entiers,  compatible  avec  les 
relations  (A),   est  une  combinaison  linéaire  de  ces  relations. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  considère  le  domaine  [^,,  ^2,  ...  ,  ti] 
comme  constitué  par  les  fonctions  entières  de  ^1,  ^2,  ...  ,  ^«  à 
coefficients  entiers  qui  sont  de  degré  au  plus  égal  à  (n  — i)  par 
rapport  à  ii,  aucun  des  éléments  ainsi  obtenus,  si  ce  n'est  zéro  lui- 
même,  ne  peut  être  nul;  tous  ces  éléments  doivent  donc  être  re- 
gardés comme  des  symboles  distincts,  et  la  forme  que  nous  leur 
donnons  permet  de  trouver  et  de  représenter  sans  ambiguïté  la 
somme  et  le  produit  de  deux  d'entre  eux. 

Les  équations  irréductibles  à  coefficients  entiers  qui  possèdent  la 
propriété  précédente,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  le  système 

(A)  S,    =/.!,  S2   =   P2,  ...,  ^n^Pn 

est  irréductible,  sont  dites  générales  ;  les  autres  sont  appelées  spé- 
ciales, c'est  de  ces  dernières  que  nous  allons  maintenant  nous  oc- 
cuper. 

Nous  supposons  par  conséquent  le  résolvant  R(z,  i/,,  «2,  ...,  ««) 
du  système  (A)  réductible  lorsque  les  u  demeurent  indéterminés 
et  nous  désignons  par  Gi(z,  u),  (j.^[z^,  u),  ...,  G.(z,  u)  ses 
divers  diviseurs  irréductibles.  On  sait  qu'alors  la  résolvante  de  Ga- 
lois  est  toute  équation  G,(s,  a)  =0,  dans  laquelle  les  a  sont  choi- 
sis de  telle  sorte  que  le  polynôme  en  z  qui  en  forme  le  premier 
membre  n'ait  pas  de  diviseurs  multiples.  Admettons  qu'on  ait  choisi 
d'une  manière  arbitraire  la  relation 

G/r,  a)  =0 
pour  définir   ^   et  par  suite  les  entiers  algébriques     ^1,  ^2,    .   ,  ii 
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par  les  formules 

^,.D^Gi(C,  a)  -h  D,.Gi(J:,  a]  =  0  ; 

nous   rappelons  que  si    a    désigne  le  degré   du  polynôme     Gi(s,  a) 
et  si  les  polynômes 

représentent  les  divers  entiers  algébriques  qui  vérifient  l'équation 

Gi(2:,  a)  =  0, 
la  substitution  de  X/,(C)  à  ^  dans  la  définition  des  ^  équivaut  à 
remplacer  ^,-  par  le  symbole  ^  qui  occupe  le  même  rang  dans  une 
permutation  convenable  P/,  des  t  Nous  avons  déjà  fait  observer 
que  cette  substitution  de  X/.(0  à  ^  ne  change  en  rien  le  calcul  dans 
le  domaine  [C],  d'où  il  résulte  que  toute  relation  entière  en  ^,, 
^2,  ...,  ^n  à  coefficients  entiers  demeure  vraie  lorsqu'on  y  remplace 
respectivement 23ar  les  éléments  ^i,  l^  ...,  ^„  delà  j^^^niutation  Pi  les 
éléments  de  même  rang  ^a-,,  ^a-.,  ...,  h-,,  de  toute  permutation  P/,.  qui 
appartient  à  la  s\iite     Pi,  Pg,  ...,  Pa- 

On  peut  aussi  parvenir  à  cette  proposition  de  la  manière  suivante  : 
Considérons  Téquation  Gi(2,  a)  —  0  où  z  représente  la  combi- 
naison a^x^-\-a2X2-\-  ...-^anXa  et  qui  définit  quand  on  l'ajoute 
aux  relations  (A)  l'un  des  systèmes  irréductibles  en  lesquels  le  sys- 
tème (A)  se  décompose.  Nous  savons  que 

\[V)  =.  «1^1  H ^aX 

et 

\[V)  =   aAu,-\ h«„^A;^ 

sont  deux  racines  de  cette  équation,  il  en  résulte  que  les  égalités  : 

a?!    =    -,1,  ^2    ^^    >î2  5  •       •  1  "^n   ^^^    ^«1 

Xx  =   ^A-,,  X^  r=    ^,  .  .  .  ,  a'„    =    ^^j^^ 

définissent  deux  solutions  du  système  irréductible  considéré.  Si 
l'on  observe  que  la  première  d'entre  elles  est  également  définie  par 
les  égalités 

Xk,  =  ^A,,  Xh_^   =    ^k,,  .  •  ,  Xh^  =  ^A-„, 

on  pourra  en  conclure  que  le  système  irréductible  dont  la  résolvante 

générale  est 

Gi{uiXk^  -+-  U2Xk^  -h h  u^Xh^,  u)  =  0 

admet  une  solution  du  système  irréductible  dont  la  résolvante  géné- 
rale est 


252  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE 

Gl(u^x^  4-  UoX,  H h  u,^x^^,  ii)  =  0, 

et  par  suite  que  ces  deux  systèmes  sont  identiques. 

L'ensemble  des  équations  qui  définissent  le  système  irréductible 
considéré  demeure  par  conséquent  le  même  lorsqu'on  remplace  res- 
pectivement par  a?i,  a?2,  ...,  a?„  les  éléments  de  même  rang  x^  , 
Xh^^   . . . ,  Xf,^    de  la  permutation  P;,.  des  x. 

On  conclut  de  là  que  toute  relation 

Gi(«ia?A-,  4-  a.x,,^  -h h  cinX/,^^,  a)  =  0 

est  une  combinaison  linéaire  des     (n  +  1)     relations  : 

Gi{aiX,-^a^x.-\----  ^a,^x„,  «)  =  0, 

qui  définissent  le  système  irréductible  considéré,  ce  qui  établit  la 
proposition  annoncée  plus  haut. 

61.  Il  convient  d'appeler  ici  l'attention  sur  une  propriété  remar- 
quable du  système  des  permutations   Pi,  Pa,  .  .,  P». 

Nous  savons  que  si 

^  =  «1^1  -}-a.^2  -4-.  .-hoi^i 
désigne  l'une  des  racines  de  la  résolvante  de  Galois    GiU,  a)  —  0, 
toutes  les  racines  de  cette  équation  sont 

Il  résulte  de  là  que  la  suite  des  polynômes 

que  nous  écrirons  plus  simplement 

représente  également  toutes  ces  racines  ;  cette  suite  est  donc  une 
simple  permutation  des  éléments  X,,  Xa,  ...,  X^^.  Admettons  que 
Ton  ait  par  exemple  ^- 

en  désignant  par  (e,  k)  un  entier  convenablement  choisi  dans  la 
suite  1,  2,  ...,  a;  l'opération  précédente  remplacera  respective- 
ment les  éléments  X,,  Xg,  ...,  X^  par  les  éléments  de  môme  rang 
dans  la  suite     X(i,;,.),  X(2,a),  ..-,  X(^,;^). 

D'autre  part,  substituer  X;,(Ç)  à  ^  équivaut  à  remplacer  par  les 
éléments   de    Pi    les   éléments    correspondants    de    P^  ;   on    peut 
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donc  dire  que  cette  opération  remplace  d'une  manière  générale  par  les 
éléments  de  Pi  les  éléments  correspondants  de  V^i,u),  c  est-à-dire 
remplace  par  les  permutations 

Pi,  P2,         ...,         P. 

les  permutations  de  même  rang  dans  la  suite 

P(l'^)i  P(2,^),  •  •  •  ,  P(=t,/c), 

qui  est  composée  des  mêmes  permutations.  En  d'autres  termes,  le  si/s- 
lème  des  permutations  Pi,  P2,  ...,  P^,  se  reproduit  lorsqu'on  y  effec- 
tue sur  les  q  le  changement  qui  conduit  de  F^  à  P^,  et  le  changement 
qu'éprouvent  les  P  est  inverse  de  celui  qu  éprouvent  les  racines  X(Ç) 
de  la  résolvante  de  Galois. 

A  toute  équation  spéciale  correspond  donc  un  système  de  permu- 
tations de  n  lettres  ^1,  ^2....,  U  parmi  lesquelles  iigure  P^  et 
qui  possède  la  propriété  précédente  ;  nous  verrons  tout  à  l'heure 
comment  on  a  fondé  sur  cette  remarque  la  classification  des 
équations  spéciales.  Pour  l'instant  nous  nous  bornerons  à 
signaler  encore  la  propriété  suivante  du  système  des  permutations 
Pi,  P2,    .  . . ,  P,^  :  On  a  vu  que  lorsque 

Wi?l  +  W2^2-f-  •■•  -^UX 

représente  Tune  des  racines  de  Téquation 

Gi(s,  z/i,  1/2,  ...  ,   i/J  =  0, 

il  en  est  de  môme  de  u.'çu^^u.i.u,^-^  . . .  +  u,,^„^^  ;  il  suffit  d'observer 
qu'on  peut  écrire  la  première  expression  sous  la  forme 

pour  en  conclure  que  Ton  passe  de  la  seconde  à  la  première  en 
remplaçant  respectivement  par    m,,  u^,   ...  ,  u^    les  éléments     uj,  , 

Le  polynôme  Gi(s,  «i,  w,,  ...  ,  w«)  demeure  par  suite  invariable 
lorsqu'on  e/f>!ctue  sur  les  u  le  changement  qui  conduit  de  P/,  à  Pj  en 
désignant  par  P;,  l'une  quelconque  des  permutations  P,,  P2,  ...,  P^. 

Nous  venons  de  constater  de  diverses  manières  l'existence  dans 
le  calcul  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de 

^1,     ^2»     •  .  .  ,     ^n-, 

d'une  certaine  symétrie  définie  par  les  permutations 

Pi,  Po,   . . . ,  Pa  ; 
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il  est  facile  de  montrer  qu'il  n'existe  pas  d'autres  changements  des  ^ 
qui  transforment  en  elles-mêmes  les  tables  d'addition  et  de  multi- 
plication de  leurs  fonctions  entières.  Nous  allons  y  parvenir  en  fai- 
sant voir  comment  tous  les  systèmes  irréductibles  qui  correspon- 
dent à  l'équation  donnée  dérivent  de  l'un  d'entre  eux,  par  exemple 
de  celui  que  nous  avons  choisi. 
Désignons  à  cet  effet  par 


Wi^r.  H- W2?r. -+-•••-!- Wh 


l,^.   —  ^ 


l'une  des  racines  de  la  résolvante 

et  considérons  l'expression     u,.ii-^-\- if,/^r.^-h ."-+-i(rui-,^    qui  repré- 
sente une  racine  de  l'équation 

Gi(:;,  Ml,  u.,  ...  ,  Un)  =  0. 
11  est  clair  que  l'équation 

G  riz,   Ur^,    M,.^,     ...   ,    Wr„)    =   0 

admet  l'une  des  racines  de  l'équation  précédente;  on  en  conclut  que 
leurs  premiers  membres  sont  identiques. 

Les  diverses  résolvantes  dérivent  donc  de  l'une  d'entre  elles 

Gi(z,  Ml,  ^2,  .  .  .,  u„)  =  0 

en  y  remplaçant  respectivement  les  éléments    m^^,  m^.^,...  ,  m,,    d'une 
permutation  convenable  des  m,  par        Wj.  wa,  ...  ,  Un.     Elles  son 
par  suite  de  môme  degré  en  2,  et  si  nous  désignons  par  ^  leur  nom- 
bre, on  a 

a^  —  n  !. 

Il  suffit  d'observer  que  le  système  irréductible  de  relations  entre 
j-i,  iCa,  •••,  Xn    déduit  de  l'identité 

G,(Wi.ri-h.    .-^UnXn,       î^l,     ..-,    M„)  =  0 

dérive  de  celui  qu'on  a  adopté  pour  définir  les  f,  c'est-à-dire  de 
celui  qui  correspond  à  l'identité 

Gi(Mia-i  -h   ...   -h  Vn^n,       Ui,     .  .  .  ,    Un)   =  0, 

en  remplaçant  dans  ce  dernier  les  éléments  Xi,  x.^,  ...,  .t„  par 
les  éléments  Xr^,  x,.^,  . .  ,  x,^^,  pour  en  conclure  que  la  même 
opération  effectuée  sur  les  i  conduit  à  de  nouvelles  tables  de  calcul 
incompatibles  avec  les  premières.  Les  seuls  changements  qui  n'altè- 
rent pas  les  tables  d'addition  et  de  multiplication  des  fonctions  en- 
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tières  à  coefficients  entiers  de     ^i,  ^2,  ...,  ^n    sont  donc  ceux  qui 
conduisent  de  Pi  à  P/„  lorsque  P/,  fait  partie  de  la  suite 

Pj,  1 2,   . . . ,  P». 

62.  Les  résultats  précédents  sont  susceptibles  de  prendre  une 
forme  très  élégante  par  Pintroduction  et  l'emploi  systématique 
d'une  notion  dont  nous  avons  fait  jusqu'à  présent  un  usage  cons- 
tant, sans  toutefois  la  mettre  en  évidence,  notion  que  nous  allons 
maintenant  présenter.  Étant  données  n  lettres  «1,  «2,  ...,  «n,  on 
appelle  substitution  de  ces  n  lettres  l'opération  qui  consiste  à  rem- 
placer respectivement  «i,  a^,  ...,  cr„  par  a,.^,  a,.^,  ...,  a,.^,  où 
l'on  désigne  par  rj,  ?%,  ...,  7',^  une  permutation  quelconque  des 
entiers  1,  2,  . . . ,  w.  Une  substitution  est  donc  complètement 
définie  lorsqu'on  donne  avec  chacun  des  entiers  de  la  suite 
1,  2,  ...,  n  celui  par  lequel  on  le  remplace,  et  il  est  clair  que  le 
nombre  des  substitutions  différentes  est  égal  à  n  !  lorsqu'on  y  com- 
prend l'opération  qui  n'altère  aucun  de  ces  entiers  et  qu'on  appelle 
substitution  identique.  Nous  ferons  remarquer  en  outre  qu'à  toute 
substitution  qui  remplace  l'entier  i  par  l'entier  r,  correspond  la 
substitution  qui  remplace  r,  par  i  et  qui  est  dite  Vinverse  de  la 
première. 

Les  propriétés  les  plus  importantes  des  opérations  que  nous  ve- 
nons de  définir  dérivent  de  l'existence  d'un  mode  de  composition  de 
ces  opérations  entre  elles,  qui  possède  des  propriétés  extrêmement 
simples  :  désignpns  par  la  lettre  unique  s  la  substitution  qui  rem- 
place d'une  manière  générale  l'entier  i  par  l'entier  si  et  par  t  la 
substitution  qui  remplace  de  même  l'entier  i  par  l'entier  ti  ;  cette 
dernière  opération  remplacera  l'entier  si  par  un  certain  entier  que 
nous  désignons  d'une  manière  générale  par  ui,  et  il  est  clair  que 
la  substitution  u  qui  remplace  directement  l'entier  i  par  ui  produit 
le  même  changement  que  les  substitutions  s  et  t  effectuées  l'une 
à  la  suite  de  l'autre  et  dans  l'ordre  indiqué.  Cette  substitution  u  est 
le  résultat  d'une  composition  des  substitutions  s  ai  t,  h.  laquelle, 
en  raison  de  ses  propriétés,  on  a  donné  le  nom  de  multiplication  (*)  ; 

(*)  On  verra  bientôt  que  ces  propriétés  sembleraient  légitimer  tout  aussi  bien 
l'emploi  du  nom  addition,  mais  nous  ajouterons  immédiatement  que  dans  d'autres 
parties  des  mathématiques,  on  considère  simultanément  le  mode  précédent  et  un 
autre  mode  qui  possède  alors  les  propriétés  de  l'addition  des  entiers. 
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la  substitution  u  est  alors  appelée  produit  de  s  par  t;  s  est  le  mul- 
tiplicande, t  le  multiplicateur.  Si  nous  convenons  d'écrire 

s.t  =  u, 
nous  pourrons  définir  le  produit  de  trois  substitutions  en  posant 

r.s.t  =  {r.s),t, 
(r.s)  désignant  le  produit  do  r  par  s;  on  reconnaît  immédiatement 
alors  quon  a  aussi  r.s.t  =  r.{s.t),  c'est-à-dire  que  la  composi- 
tion considérée  est  associative.  En  efï'et,  la  substitution  (r.s)  remplace 
rentier  i  par  rentier  r,.  et  la  substitution  t  remplace  ce  dernier 
par  rentier  r,  qui  peut  évidemment  être  obtenu  aussi  en  rempla- 
çant dans  r,  l'indice  i  par  s,.. 

ISous  ajouterons  immédiatement  que  la  composition  dont  il  s'agit 
n'est  pas  commutotive,  c'est-à-dire  qu'on  n'a  pas 

s.t  =  t. s, 

ainsi  qu'il  résulte  de  l'expression  des  entiers  s^.  et  t,..  que  ces  opé- 
rations substituent  à  l'entier  i  ;  c'est  là  une  circonstance  qui  la  dis- 
tingue de  la  multiplication  des  entiers  ordinaires  et  qui  est  la  raison 
de  la  difficulté,  et  aussi  d'ailleurs  de  l'intérêt,  que  présente  l'étude 
des  substitutions  au  point  de  vue  où  nous  les  envisageons. 

Si  l'on  observe  que  la  substitution  identique  peut  être  négligée 
dans  un  produit,  soit  comme  multiplicande,  soit  comme  multipli- 
cateur, on  pourra  la  représenter  par  l'unité,  et  comme  d'autre  part 
le  produit  d'une  substitution  s  par  la  substitution  inverse  est  tou- 
jours la  substitution  identique,  on  est  conduit  à  désigner  cette  der- 
nière par    s"*     et  à  écrire 

s.s~^  =  i. 

Il  résulte  de  là  que  les  relations 

s.t  —  M, 
s'.t  =  u 
entraînent  nécessairement 

s.t.t-^  =  «.r*, 

s'.t.i'^  —  u.t'-\ 
d'où  l'on  conclut  :     s  =  *•'  ;     on  établirait  do  même  que  les  rela- 
tions analogues 

s  t  ^  u, 

s.t'  =.  u 
exigent  t  —  t . 
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Les  remarques  qui  précèdent,  jointes  à  ce  fait  que  le  produit  s.t 
est  difiérent  de  s  et  de  ^  lorsqu'aucun  de  ces  facteurs  n'est  lunité, 
établissent  donc  que  si  l'on  considère  des  substitutions  distinctes  et  si 
on  les  multiplie,  soit  à  droite,  soit  à  gauche^  par  une  même  substitution 
on  obtient  encore  des  substitutions  distinctes. 

En  résumé,  lorsqu'on  envisage  au  point  de  vue  de  leur  compo- 
sition par  une  multiplication  les  n  !  substitutions  distinctes  de 
n  lettres,  les  symboles  qui  les  représentent  se  manifestent  comme 
possédant  les  propriétés  suivantes  : 

1"  De  deux  syruboles  quelconques  du  système,  on  peut  déduire  d'une 
manière  déterminée  un  troisième  symbole  du  même  système  ; 

2°  La  composition  considérée  est  associative  ; 

3"  Un  même  symbole  composé  avec  des  symboles  différents  donne  des 
symboles  différents. 

Nous  reconnaissons  là  les  propriétés  qui,  dans  un  chapitre  anté- 
rieur, nous  ont  servi  à  définir  un  groujje  ;  les  n  !  substitutions  de 
n  lettres  constituent  donc  un  groupe  limité  lorsqu'on  les  compose 
entre  elles  par  multiplication  ;  ce  groupe  est  appelé  groupe  symé- 
trique de  n  lettres  et  va  jouer  dans  la  suite  un  rôle  important. 

Si  Ton  se  reporte  maintenant  aux  résultats  énoncés  naguère  à 
Taide  des  permutations  des  entiers  1,  2,  ...,  n,  on  verra  immé- 
diatement que  tous  ces  résultats  peuvent  s'exprimer  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  :     f\x)  =  0     une  équation  spéciale  d'ordre  n, 

les  racines  de  cette  équation^  définies  en  partant  d'une  racine  ^  de  la 
résolvante  de  Galois  : 

Gi(3,  «1,  «2,   ...,  an)  =  0, 
dont  l'ordre  est  a, 

il  existe  U7i  groupe  de  substitutions  des  n  lettres  ^,  formé  de  a  substitu- 
lions  et  tels  que  : 

Toute  substitution  de  ce  groupe  laisse  invariable  l'ensemble  des  rela- 
tions entières  à  coefficients  entiers  entre  ^i,  ^2,  •..,  ^n,  ou  toute 
portion  de  cet  ensemble  qui  le  détermine  nécessairement.  Toute  substitu- 
tion n'appartenant  pas  au  groupe  substitue  à  cet  ensemble  un  autre  en- 
semble de  relations  incompatibles  avec  les  premières. 

Si  l'on  considère  les  diverses  résolvantes  partielles  en  nombre  p  : 
Gi(2,  Wi,  I/o,   ...,  Un)  =  0,   ...,  Ggfs,  m)  =  0 

THÉORIE  DtS  iNOMBllES  ^7 
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toute  substitution  du  même  groupe  effectuée  sur  tes  w,  laisse  invariable 
chacun  des  polynômes  G  ;  toute  autre  substitution  échange  entre  eux  ces 
divers  polynômes. 

Ajoutons  qu'il  résulte  de  là  que  le  groupe  de  Véquation  est  com- 
plètement déterminé,  soit  par  la  relation  entière  entre  les  \  : 

Gri(ai^i-f-a2^2-l- ... -t-«;o«,  «1,  «2,   ...,  a„)  =  0, 
soit  par  le  polynôme  entier  en   u  : 

G,(«,    Ml,    Mo,    ...,    Un). 

Ces  résultats  étant  acquis,  on  a  rangé  dans  une  même  classe 
toutes  les  équations  irréductibles  d'ordre  /?,  qui  conduisent  au 
même  groupe,  et  il  est  clair  que  la  classification  ainsi  obtenue  est 
naturelle,  nous  dirons  même  nécessaire,  puisque  les  relations  qui 
lient  aux  entiers  les  racines  de  deux  équations  d'une  môme  classe 
ne  diffèrent  jamais  que  par  le  nom  de  ces  racines  et  les  détermina- 
tions des  coefficients  et  que  cette  circonstance  cesse  de  se  produire 
lorsqu'on  passe  d'une  classe  à  une  autre. 

63.  Il  convient  avant  d'aborder  d'une  façon  systématique  l'étude 
des  groupes  de  substitutions,  de  présenter  encore  quelques  remar- 
ques générales  au  sujet  des  groupes  limités  et  des  rapports  qui 
existent  entre  ces  groupes  et  les  groupes  de  substitutions. 

Considérons  un  groupe  limité  d'objets  bien  définis  (p.  133)  et 
appelons,  pour  fixer  les  idées,  multiplication,  la  composition  de  na- 
ture déterminée  que  l'on  sait  effectuer  sur  ces  objets  ou  éléments. 

Nous  observons  d'abord  qu'il  existe  toujours  un  élément  qui,  mul- 
tiplié par  un  élément  donné  soit  à  droite,  soit  à  gauche,  conduit  à  un 
produit  donné. 

Soient,  en  effet,  a,  b,  .../  les  divers  éléments  du  groupe,  i  l'un 
quelconque  d'entre  eux;  les  produits 

ai,  bi,   ...  H 
sont  tous  différents  ;   ils  font  d'ailleurs  partie  du  groupe,  ce  sont 
donc  dans  un  autre  ordre  les  éléments  a,  b,  ...  l,  et  l'un  d'entre 
eux,  ki  par  exemple,  est  identique  à  l'élément  i. 

On  établirait  de  même  que  dans  la  suite     ia,  ib,  ...  ,  il    l'un  des 

produits  ik'  est  aussi  identique  à  i. 

Les  égalités 

ki  =  i, 

ik'  =  i 
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montrent  que  d'une  part  Télément  k  est  négligeable  dans  la  multi- 
plication à  gauche />ar  i  et  Télément  k'  négligeable  dans  la  multi- 
plication à  droite  joar  i. 

Je  dis  que  ceci  a  lieu  pour  tous  les  éléments,  mis  à  la  place  de  i\ 
il  suffit  en  efï'et  d'appliquer  la  propriété  associative  de  la  multipli- 
cation pour  écrire,  par  exemple  : 

ia  =  [ki)a  =  k[ia), 
ce  qui  démontre  la  proposition  pour  l'élément  ia,  qui  est  quelconque 
lorsque  a  est  quelconque. 

Enlin  si  l'on  fait  en  particulier     i  =  k'     et     i  =  k     dans  les  deux 

identités 

ki  =  i, 

ik'  =  ^, 

on  en  déduit  kk'  =  k'  =  k,  c'est-à-dire  que  les  éléments  k  et  k' 
sont  identiques. 

Désignons  par  1  cet  élément  qui  est  d'effet  nul  dans  la  multi- 
plication ;  nous  venons  de  voir  qu'il  existe  nécessairement  un 
élément  qui,  multiplié  à  droite  ou  à  gauche  par  un  élément  donné  a, 
reproduit  l'unité  ;  d'une  manière  plus  précise,  il  existe  deux  élé- 
ments ^  et  c  tels  que  l'on  ait 

«6  =  1,  ca  =  i. 

Je  dis  que  l'on  a  b  =  c  ;  il  sufiit  pour  obtenir  ce  résultat  de 
multiplier  à  gauche  par  c  la  première  des  égalités  précédentes  ; 
nous  poserons  h  =  c  ^=  a^^  et  nous  dirons  que  a~^  est  l'in- 
verse de  a. 

On  voit  qu'il  est  possible  de  démontrer  en  partant  de  la  définition 
d'un  groupe  limité  quelconque,  l'existence  d'un  élément  unité  et 
des  éléments  inverses  ;  nous  allons  compléter  ces  remarques  en 
donnant  la  notion  d'isomoiyhisme. 

On  dit  que  deux  groupes  sont  isomorjjhes  lorsqu'on  peut  établir 
entre  les  éléments  de  l'un  et  les  éléments  de  l'autre  une  corres- 
pondance univoque  et  réciproque  telle  qu'au  produit  de  deux 
éléments  quelconques  corresponde  le  produit  des  deux  éléments 
correspondants  pris  dans  le  même  ordre  ^*l  En  somme,  au  point  de 


(*)  L'isomorphisme   ainsi    défini  est  dit  holoédrique,  par  opposition  à  l'isomor- 
j)liisme  mériédriqiie  que  nous  définirons  plus  loin. 
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vue  abstrait  auquel  nous  nous  sommes  placés  jusqu  ici,  les  deux 
groupes  sont  identiques  ou  diffèrent  tout  au  plus  par  les  notations  ; 
c'est  seulement  lorsqu'on  considère  des  groupes  portant  sur  des 
objets  bien  déterminés  que  cette  notion  peut  avoir  de  l'intérêt. 

Nous  allons  montrer  que  tout  groupe  limité  est  isomorphe  à  un 
groupe  de  substitutions  ;  nous  pourrons  donc  nous  borner  à  étu- 
dier les  groupes  de  substitutions,  et  toutes  les  propositions  que  nous 
établirons  ainsi  et  dans  Y  énoncé  desquelles  ne  figurera  pas  explicite- 
ment la  nature  des  éléments  du  groupe,  s'appliqueront  aux  groupes 
limités  quelconques. 

La  démonstration  de  la  proposition  énoncée  est  d'ailleurs  immé- 
diate :  nous  pouvons  toujours  désigner  les  éléments  du  groupe 
donné,  supposés  en  nombre  n,  par  une  même  lettre  a,  affectée  des 
indices      1,  2,  3,    ...  ,  n.     Écrivons  ces  éléments   sur  une   même 

ligne  : 

a„  a^,  «3,  ...,  «/M 

et  écrivons  au-dessous  leurs  produits  par  un  élément  quelconque  a,  ; 

soient 

a,-j,  a-,^,  a,-^,   ...  ,  a^^^ 

ces  produits.  Désignons  par  st  la  substitution  qui  remplace  les  in- 
dices 1,  2,  3,  ...  ,  n  par  les  indices  ii,  i2,  ...  ,  in,  qui  ne  dif- 
fèrent des  premiers  que  par  l'ordre.  Il  est  clair  que  les  substitu- 
tions Si  forment  un  groupe  isomorphe  au  groupe  des  a,  ;  en  effet, 
la  substitution  s-,  remplace  l'indice  a  par  l'indice  a,  lorsque  le  pro- 
duit de  a»  par  ai  est  a,.  ;  on  peut  dire  que  l'effet  de  la  substitution 
Si  sur  les  indices  considérés  pour  eux-mêmes  est  identique  à  l'effet 
de  la  multiplication  par  a,  sur  les  indices  considérés  comme  faisant 
corps  avec  les  a  ;  il  est  bien  évident  par  suite  que  le  produit  de 
deux  substitutions  correspond  de  la  même  manière  au  "produit  des 
éléments  correspondants. 

Remarquons  que  le  groupe  de  substitutions  ainsi  obtenu  est  de 
degré  w,  c'est-à-dire  comporte  n  indices,  et  d'orrfre  n,  c'est-à-dire 
renferme  n  substitutions.  De  plus,  étant  donnés  deux  indices  quel- 
conques i  et  /t,  il  existe  une  substitution  et  une  seule  du  groupe 
qui  remplace  i  par  k  (en  effet  dans  le  groupe  des  a,  il  y  a  un  seul 
élément  qui,  multiplié  par  a,,  donne  pour  produit  «/,)  ;  c'est  ce  que 
l'on  exprime  en  disant  que  le  groupe  de  substitutions  est  simplement 
transitif.   Ainsi   tout   groupe   limité   d'ordre   n   est   isomorphe   à  un 
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groupe  transitif  de  substitutions  entre  n  lettres^  dont  l'ordre  est  aussi 
égal  à  n.  Un  tel  groupe  est  appelé  groupe  normal  et  la  raison  de 
cette  dénomination  apparaît  immédiatement  lorsqu'on  observe  que 
le  groupe  de  toute  équation  normale  irréductible  est  nécessairement 
de  cette  espèce.  Si  en  particulier  nous  considérons  la  résolvante  de 
Galois     G,(z,  «)  =  0,     dont  les  racines  sont  : 

x,(c)  =  c,         Ht),  ...,x,(t) 

nous  savons  que  les  transformations  entières 

[z,  h{z)l  [z,  h{z)],  .  .  .  ,  [z,  Uz)] 

envisagées  suivant  le  module  Gi(z,  «),  constituent  un  groupe  limité 
dont  l'ordre  est  égal  à  a  ;  ce  groupe  est  d'ailleurs  isomorphe  avec 
le  groupe  de  l'équation  f{x)  —  0  ainsi  qu'il  l'a  été  établi  par  la 
considération  des  permutations 

Pi,    Pa,     •         ,1a 

qui  définissent  ce  dernier  groupe  et  qui  correspondent  d'une  manière 
univoque  et  réciproque  avec  les  Xj(^). 

Ajoutons  enfin  que  la  proposition  précédente  s'applique  on  parti- 
culier aux  groupes  de  substitutions  dont  l'ordre  n'est  pas  égal  au 
degré  et  qu'elle  sera  pour  nous  d'une  grande  importance  dans  ce 
cas  particulier. 


CHAPITRE     V 
LES     GROUPES    DE     SUBSTITUTIONS 


I.  —  Structure  des  substitutions. 

64.  Nous  avons,  dans  le  précédent  chapitre,  défini  les  substitutions 
et  leur  multiplication  ;  nous  avons  également  montré  comment  on 
peut,  à  l'aide  des  n  !  permutations,  former  toutes  les  substitutions 
distinctes  de  n  lettres,  mais  nous  n'avons  donné  jusqu'à  présent 
aucune  indication  générale  sur  la  manière  dont  chaque  substitution 
échange  entre  elles  les  lettres  Xi,  X2,  .  ,  a?„,  c'est-à-dire  sur  la 
structure  des  substitutions  :  il  est  aisé  de  combler  cette  lacune. 

Considérons  une  substitution  quelconque  et  soit  a,  un  indice  pris 
au  hasard  dans  la  suite  i,  2,  ...  ,  n\  la  substitution  remplacera  cet 
indice  par  un  autre,  que  nous  appellerons  a^;  elle  remplacera  de 
même  a,  par  «3,  et  ainsi  de  suite.  Mais  comme  le  nombre  des  indices 
est  limité,  on  arrivera  sûrement  ainsi,  avant  n  opérations,  à  un  in- 
dice a,,  que  la  substitution  remplace  par  le  premier  indice  «1.  Les 
termes  de  la  suite  «,,  rt,,  •••  ,  fJh  éprouvent  parla  substitution  un 
changement  très  simple  :  si  on  les  range,  dans  l'ordre  où  on  les 
trouve,  sur  un  cercle  décrit  dans  un  sens  déterminé,  on  peut  dire 
que  chacun  d'eux  est  remplacé  par  le  suivant.  Pour  consacrer  cette 
interprétation  on  donne  le  nom  de  cycle  au  système  aj,  a^,  ... ,  a^ 
et  on  dit  que  ces  indices  éprouvent  une  substitution  circulaire. 

Si  le  cycle  comprend  tous  les  indices,  c'est-à-dire  si  h  =  n^  on 
dit  que  la  substitution  considérée  est  circulaire. 

Sinon,  un  indice  étranger  au  cycle  donne  naissance  à  un  nouveau 
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cycle,  et  ainsi  de  suite.  Remarquons  enfin  qu'une  lettre  inaltérée 
par  iL  substitution  peut  être  regardée  comme  formant  à  elle  seule 

un  cycle. 

Il  résulte  de  là  que  toule  substitution  de  n  lettres  est  circulaire  ou 
se  décompose  en  substitutions  circulaires  de  moins  de  n  lettres.  Enfin  il 
est  clair  qu'une  telle  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule 
manière  et  que  deux  cycles  qui  y  figurent   n'ont    aucun    indice 

commun. 

Pour  avoir  une  représentation  de  la  substitution  qui  mette  en  évi- 
dence l'effet  qu'elle  produit,  il  faut  donc  donner  les  indices  de 
chaque  cycle  ;  on  convient  de  représenter  une  substitution  circu- 
laire des  indices  ai,  «2,  ..-,  «/.  par  le  signe  («i,  «2,  •.-,  f'/O.  ^a 
signification  de  ce  signe  ne  changeant  pas  lorsqu'on  commence  par 
écrire  l'une  quelconque  des  lettres  du  cycle.  Toule  substitution 
pourra  alors  se  représenter  de  la  manière  suivante  : 

(«1,   ...  ,  ak)(bu  .-.  ,  f^h)  •••  ^ 
en  n'écrivant  pas  les  cycles  d'une  seule  lettre. 

65.  Deux  substitutions  sont  dites  semblables  lorsqu'à  chaque 
cycle  de  l'une  correspond  dans  l'autre  un  cycle  déplaçant  le  même 
nombre  d'indices.  11  est  clair  que  deux  substitutions  semblables  ne 
peuvent  difterer  que  par  le  nom  des  indices  corrrespondants, 
c'est-à-dire  par  la  notation  ;  on  dit  qu'elles  appartiennent  à  un  même 
type.  On  voit  aisément  qu'à  toute  décomposition  du  nombre  n  en 
entiers,  de  la  forme 

n  =  a./i  -f-  p./{;-f-  Y-^  +  •••  ' 
correspondent  des  substitutions  de  n  lettres,  formées  de  a  cycles 
de  h  lettres,  ?  cycles  de  k  lettres,  etc..  ;  le  nombre  des  types  dis- 
tincts est  donc  celui  des  décompositions  distinctes  de  n  ayant  cette 
forme.  On  observe  que  l'on  pourra  ranger  les  nombres  h,  k,  /,  ...  , 
qui  sont  nécessairement  différents,  dans  leur  ordre  de  grandeur,  de 
façon  que  pour  que  deux  décompositions  de  n  soient  distinctes,  il 
faut  et  il  suffit  que  deux  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux 
décompositions  soient  différents. 

Proposons -nous    d'évaluer    le    nombre    des     substitutions    de 
n  lettres  qui  appartiennent  à  un  type  donné  : 

n  =  a. Ah-  p.Â:-hY./-f-  .  .  . 
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Nous  observerons  que  chaque  substitution  de  ce  type  peut  être 
écrite  sous  forme  d'un  produit  de  substitutions  circulaires  de 

a!/i^p!A•^Y!^. .. 

^manières  différentes  :  on  peut  en  effet  effectuer  sur  les  cycles  de  h 
lettres  une  substitution  quelconque  et  dans  chacun  d'eux  une  subs- 
titution circulaire,  ce  qui  donne  h  manières  distinctes  d'écrire  le 
cycle.  Supprimons  dans  les  expressions  ainsi  obtenues  de  chaque 
substitution  du  type  donné,  les  parenthèses  qui  séparent  les  cycles; 
nous  aurons  des  permutations  des  x,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on 
obtient  ainsi  toutes  les  permutations  des  x  et  chacune  d'elles  une 
seule  fois.  On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  substitutions  des  x  qui 
appartiennent    au    type    donné    est    égal    au    quotient    de    n  !    par 

Ajoutons  qu'on  en  déduit  immédiatement  l'identité  arithmétique 

où  la  somme  qui  figure  au  premier  membre  est  étendue  à  toutes  les 
décompositions  : 

n  =  a.A-f-p./t-hY./H-...  . 

66.  Soit  a  une  substitution  quelconque  des  x;  considérons  la 
suite  des  puissances  a,  a\  a\  . . .  \  il  est  clair  que  les  termes  de 
cette  suite  ne  peuvent  être  tous  distincts  puisque  le  nombre  des 
substitutions  différentes  est  limité;  désignons  par  a'"^^  le  premier 
des  termes  de  la  suite  qui  reproduit  l'un  des  précédents;  on  aura 
nécessairement 

car  si  l'on  avait  a''"^^  =z  a'^+\  on  en  déduirait  a'^'-^'V  =  a,  ce 
qui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  sur  m.  Il  résulte  de  là  que 
dans  la  suite  a,  r/^,  a^  ...,  les  mêmes  substitutions  se  reprodui- 
sent de  m  en  m,  ou  encore  que  a'"  est  d'effet  nul  dans  la  multipli- 
cation; fl'"  est  donc  la  substitution  identique.  Les  substitutions 
rt,  a^,  . .  .,  a"^  =  i  forment  un  groupe  d'ordre  m,  qu'on  dit  dérivé 
de  la  substitution  a.  Le  nombre  m  est  également  appelé  ordre  de 
la  substitution  a. 

11  est  facile  do  voir  qu'une-  substitution  circulaire  de  p  lettres 
est  d'ordre   p    et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'ordre  d'une 
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substitution  qui  renferme  des  cycles  de    h,  k,  /,    etc.  lettres  est  le 
plus  petit  commun  multiple  des  nombres  A,  k,  /,  etc. 

La  connaissance  de  Tordre  d'une  substitution  permet  également 
quelquefois  de  trouver  sa  forme;  par  exemple  toute  substitution 
d'ordre  premier  p  ne  contient  que  des  cycles  de  p  lettres^,  et  si  elle 
contient  seulement  p  lettres  elle  est  circulaire. 


'    II.  —  Fonctions  rationnelles  de  n  éléments. 

67.  Représentons  par  les  lettres  x^x^,  . . .,  Xn  des  symboles  dis- 
tincts pour  lesquels  nous  supposerons  uniquement  qu'ils  se  com- 
posent, entre  eux  et  avec  les  entiers,  suivant  deux  modes  difîérents 
qui  possèdent  les  propriétés  fondamentales  de  l'addition  et  de  la 
multiplication  des  entiers  ordinaires  ;  nous  savons  ainsi  ce  qu'on 
doit  entendre  par  fonctions  rationnelles^  à  coefficients  entiers,  de 
Xi,  x^,  ...,Xn\  nous  nous  proposons  d'étudier  ici  les  diverses 
espèces  de  symétrie  que  peuvent  présenter  ces  fonctions  ou,  d'une 
manière  plus  précise,  d'étudier  comment  elles  se  comportent  lors- 
qu'on effectue  sur  les  lettres  a?,  les  substitutions  d'un  groupe  donné. 

Nous  ferons  immédiatement  observer,  à  ce  sujet,  que  si  l'on 
désigne  par  /?i,  p^,  . . . ,  pn  les  fonctions  symétriques  élémentaires 
des  X,  ces  fonctions,  ainsi  que  toutes  leurs  fonctions  rationnelles  à 
coefficients  entiers  ,  demeurent  inaltérées  par  toute  substitution 
faite  sur  les  x,  c'est-à-dire  jouent,  au  point  de  vue  où  nous  nous 
plaçons,  le  rôle  d'éléments  invariables.  Il  suffît  alors  de  se  reporter 
aux  identités  qui  définissent  p^  p^-,  •'••,Pn  pour  en  conclure  qu'à 
toute  fonction  rationnelle  des  x,  correspond  une  fonction  entière 
des  mêmes  lettres,  dont  le  degré  en  Xi  est  au  plus  égal  à  n  —  i  et 
qui  présente  la  même  espèce  de  symétrie.  Nous  pourrons  donc,  dès 
que  nous  y  trouverons  un  avantage  quelconque,  nous  borner  à  con- 
sidérer ces  fonctions  entières,  ou  d'une  manière  générale  toutes  les 
fonctions  entières  des  x  à  coefficients  entiers. 

La  question  précédente  est  intimement  liée  à  l'étude  des  groupes 
de  substitutions  et  nous  allons  tout  d'abord  mettre  cette  liaison  en 
évidence. 

Si  nous  désignons  par  s  une  substitution  quelconque  des  indices 
1,  2,  ...  5  n    (ou  des   lettres    a?i,  x^,  ...  ,  a7„,     ce  qui   revient   au 

^^^   0?  THE         -^ 

'uitivbrsity: 


âpxm^ 
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même),  nous  définirons  la  transformée  d'une  fonction  entière  o  des 
n  lettres  par  la  substitution  s,  comme  la  fonction  obtenue  en  rem- 
plaçant dans  cp  chaque  lettre  par  celle  <iue  la  substitution  s  lui  fait 
correspondre  ;  nous  désignerons  ce  résultat  par  cps.  Il  est  clair  que 
les  substitutions  qui  laissent  invariableune  fonction  entière  de  n  lettres 
forment  un  groupe,  car  si  s  et  s'  sont  de  telles  substitutions,  on  a 
les  identités 

cps  =  cp,  os'  =   o, 

et  par  suite 

o    SS'  =   os.  s'   =:   os'   =   o, 

c'est-à-dire  que  ss'  laisse  aussi  invariable  la  fonction  cp. 

Réciproquement,  à  tout  groupe  correspond  une  fonction  o  qui  est 
invariable  par  les  substitutions  de  ce  groupe  et  par  celles-là  seulement. 

Soient  en  effet  a,  ô,  ...,  /  les  substitutions  distinctes  du  groupe 
considéré  G.  Nous  avons  signalé  précédemment  la  fonction 

V  —  Wj-Ti  H-  mo-To  -h  •  •  -h  m„x„ 
qui  prend  par  toutes  les  substitutions  possibles   n  !    formes  dis- 
tinctes lorsque  les  entiers    Wi,  w,,  •••,  wz„    sont  convenablement 
choisis. 

Désignons  par  Va,  V,,,  ...,  V/  les  résultats  obtenus  en  effec- 
tuant sur  V  les  substitutions  de  G.  La  suite  V«,  V?„  ...,  V/  est 
seulement  permutée  par  une  substitution  h  du  groupe  G,  car  elle 

devient 

V„/,,  Vw„  ...  ,  V//,, 

et  les  substitutions  ah,  bh,  ...  ,  M,  toutes  distinctes  et  appar- 
tenant à  G,  sont  dans  un  autre  ordre  les  substitutions    a,  b,  ...,  /. 

Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  symétrique  quelconque  de 
Va,  Vt,  ...,  V/  demeure  invariable  parles  substitutions  de  G.  Il 
peut  très  bien  arriver  que,  grâce  à  sa  forme  particulifere,  elle  de- 
meure aussi  invariable  par  d'autres  substitutions  que  celles  de  G, 
nous  en  verrons  plus  loin  des  exemples;  mais  il  est  facile  de  former 
des  fonctions  qui  varient  par  toute  substitution  n'appartenant  pas 
à  G. 

Le  produit  (A  — YJ(A— YJ.  . . .  (A  —  V/),  où  A  est  un 
élément  invariable  par  toute  substitution,  par  exemple  un  nombre 
entier,  satisfait  évidemment  à  cette  condition.  C'est  en  effet  un  poly- 
nôme entier  en  a^i,  ...,  a?„,  décomposable  en  facteurs  linéaires 
rationnels;  nous  savons  que  cette  décomposition  n'est  possible  que 
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d'une  seule  manière,  si  donc  le  produit  demeure  invariable  par  une 
substitution  g,  celle-ci  ne  peut  qu'échanger  entre  eux  les  facteurs 
linéaires  et  par  suite  appartient  à  (1. 

Lorsqu'une  fonction  o{xi,  X2,  . .  . ,  Xn)  demeure  invariable  par 
toutes  les  substitutions  d'un  groupe  G,  on  dit  qu'elle  est  un  invariant 
du  groupe.  Si  le  groupe  G  est  le  plus  grand  groupe  dont  les  subs- 
titutions laissent  o  invariable,  la  fonction  o  varie  par  toute  autre 
substitution,  on  dit  alors  qu'elle  est  un  invariant  caractéristique  du 
groupe.  Le  groupe  des  substitutions  qui  laissent  invariable  une 
fonction  cp,  pour  lequel  elle  est  évidemment  un  invariant  caractéris- 
tique, est  Si])\)Q\é  groupe  de  la  fonction  9. 

Nous  pourrons  donc  énoncer  les  résultats  obtenus  de  la  manière 
suivante  : 

Toute  fonction  de  .Xi,  x,,  .  .  . ,  a?„  est  un  invariant  caractéristique 
d'un  certain  groupe  de  substitutions  entre  ces  lettres. 

Tout  groupe  de  substitutions  possède  des  invariants  caractéristiques 
et  l'on  sait  en  former  une  infinité.  Nous  verrons  plus  tard  qu'on  peut 
les  déduire  tous  d'un  seul  d'entre  eux. 

Les  deux  propositions  précédentes  nous  permettent  une  classi- 
fication des  fonctions  rationnelles  de  rci,  a?2,  •  •  -,  x„  :  il  suffit  de 
regarder  comme  fonctions  d'un  même  genre  tous  les  invariants  carac- 
téristiques d'un  même  groupe.  Il  est  clair  que  tous  les  invariants  carac- 
téristiques d'un  môme  groupe  présentent  par  rapport  à  x^,  x^,  .  .  .,Xn 
la  même  espèce  de  symétrie  ;  on  peut  donc  dire  qu'il  y  a  autant 
d'espèces  de  symétrie  distinctes  que  de  groupes  de  substitutions 
entre  .Xi,  a?2,  .  , . ,  Xn. 

La  question  qui  se  pose  maintenant  est  de  construire  effective- 
ment la  classification  indiquée,  c'est-à-dire  de  donner  un  type  de 
chaque  espèce  de  symétrie  dont  sont  susceptibles  les  fonctions  ra- 
tionnelles de  Xi^  X2,  . . .  ^  Xn.  Cette  question  exige  la  formation  de 
tous  les  groupes  de  substitutions  entre  n  lettres. 

Si  cette  seconde  question  est  résolue,  nous  savons  en  effet  à  l'aide 
d'une  fonction  qui  varie  par  toute  substitution  former  un  invariant 
caractéristique  de  chaque  gioupe. 

Le  procédé  indiqué  à  l'aide  de  la  fonction  linéaire 

myXi  -f-  m^Xi  4-  .  .  .  +  ninXii 
paraît  peu  commode  dès  que  le  groupe  renferme  un  certain  nombre 


268  ALGEBRE    SUPERIEURE 

de  substitutions  distinctes,  aussi  nous  allons  en  indiquer  un  autre 
qui  donne  toujours  des  fonctions  de  même  degré  en  Xi,  x^,  .  ,  Xn 
et  qui  n'exige  aucun  calcul. 

Considérons  la  fonction  xl^.xl-i.  ...  a-^^»,  où  «i,  a,,  .  ,  a„  sont 
des  entiers  distincts  ;  il  est  clair  que  cette  fonction  varie  par  toute 
substitution.  Si  nous  la  désignons  par  V,  la  somme 


sera  évidemment  un  invariant  caractéristique  pour  le  groupe  G 
dont  les  substitutions  distinctes  sont  a,  6,  ...,/.  Cette  somme  est 
en  effet  un  polynôme  en  a?i,  x^,  . . .,  Xn  formé  d'autant  de  termes 
distincts  qu'il  y  a  de  substitutions  dans  G,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe 
entre  les  différentes  formes  de   V   aucune  réduction  possible.   De 

l'identité  de  deux  valeurs   de  la   somme      V^  ~f-  V?,  -i- -H  V/ 

on  peut  donc  conclure  l'identité  des  divers  termes  et  par  suite  le 
fait  que  la  substitution  qui  laisse  invariable  la  somme  permute  seu- 
lement ces  termes  entre  eux.  Donc  elle  appartient  au  groupe  G. 

En  particulier,  on  peut  prendre  pour  V  la  fonction  Xixlx'i  . .  .  xftZ\, 
ainsi  que  l'a  fait  remarquer  Kronecker. 

Malheureusement,  on  ne  sait  pas  jusqu'à  présent  former  tous  les 
groupes  de  substitutions  de  n  lettres.  Il  est  donc  impossible  de 
réaliser  la  classification  indiquée  et  nous  devrons  nous  borner  à 
étudier  les  groupes  et  les  fonctions  rationnelles  particulières  quMl 
nous  sera  utile  de  connaître. 

Remarquons  d'ailleurs  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  construire 
effectivement  la  classification  précédente  pour  être  édifié  sur  sa 
valeur;  il  suffit  d'approfondir  les  rapports  qui  existent  d'une  part 
entre  deux  fonctions  de  genres  diiférents,  d'autre  pari  entre  deux 
fonctions  du  môme  genre.  C'est  ce  que  nous  ferons  dans  le  chapitre 
suivant.  ^^ 

Parmi  les  fonctions  rationnelles  do  a:,,  372,  • . . ,  a?„,  les  plus  sim- 
ples sont  les  fonctions  symétriques  qui  sont  des  invariants  pour  un 
groupe  quelconque  et  des  invariants  caractéristiques  pour  le  groupe 
formé  de  toutes  les  substitutions  possibles.  Ce  groupe,  qui  est  évi- 
demment composé  symétriquement  avec  les  lettres  a?i,  a?2,  ••-,  ^'m 
est  appelé  groupe  symétrique.  Tous  les  autres  groupes  sont  formés 
d'un  certain  nombre  do  substitutions  de  ce  dernier;  on  dit  qu'ils 
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sont  des  sous-groiipes  du  groupe  symétrique;  nous  signalerons  seu- 
lement ici  le  plus  grand  de  ces  groupes^  pour  lequel  la  fonction 

0  =z  {Xi X^)    ...    {Xi  —  Xn)  .  {X^ Xs)    ...    {Xn-i  Xn) 

est  un  invariant  caractéristique.  On  sait  que  le  carré  de  S  est  une 
fonction  symétrique  des  x  que  nous  avons  appelée  discriminant  du 
produit  {x  —  Xi)  ...  {x  —  Xn)\  il  en  résulte  quune  substitution 
quelconque  faite  sur  les  x  ne  peut  que  changer  le  signe  de  B  et 
Ton  voit  par  exemple  que  la  substitution  (a?n-i,  ^«)  change  effecti- 
vement ce  signe.  Les  n  !  substitutions  se  partagent  donc  en  deux 
classes  suivant  qu'elles  changent  ou  non  le  signe  de  o,  et  il  est 
clair  que  les  deux  classes  comportent  le  même  nombre  de  substitu- 
tions. 

n  ' 
Le  groupe  de  -^*  substitutions  ainsi  obtenu  est  appelé  groupe 

alterné  des  n  lettres;  nous  établirons  plus  loin  quelques-unes  de 
ses  propriétés  les  plus  importantes. 


III.  —  Propriétés  générales  des  groupes. 

68.  Soit  cp(a;i,a;o,  .  .  ,  a^ J  une  fonction  non  symétrique  des  x\ 
désignons  par  p  l'ordre  de  son  groupe  G,  par  a,  ô,  . . . ,  /  ses  subs- 
titutions distinctes. 

On  a  la  suite  d'identités 

cpa  =  ç/^  =  .    .  .  .  =  c{)/  ; 
si  donc  s  est  une  substitution  n'appartenant  pas  à  G,   on  a  aussi 

oai'  =  cp/^.s  = z=.  ^h'^ 

les  substitutions  a^,  bs,  . . .,  Is  sont  distinctes  entre  elles  et  aussi 
distinctes  des  précédentes,  car  as  =  b  donne  s  ■=  a'^b  et  s  ap- 
partiendrait à  G.  Soit  de  môme  t  une  substitution  nouvelle 

oal  =  obt  = =  ^It^ 

et  l'on  n'a  pas     at  =  bs,     car  on  en  déduirait     t  =  a-^b .  s . 

n  ! 
En  continuant  ainsi  on  voit  que  la  fonction  o  prend  ~  formes 

distinctes  par  toutes  les  substitutions  possibles. 
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Le  nombre  des  formes  distinctes  que  peut  prendre  une  fonction 
rationnelle  des  x  est  donc  toujours  un  diviseur  de  n  !,  ou  autre- 
ment :    V ordre  d'un  groupe  quelconque  est  un  diviseur  de  n  !. 

Il  s'en  faut  de  beaucoup  que  la  réciproque  de  cette  proposition 
soit  exacte,  c'est-à-dire  qu'à  tout  diviseur  p  de  n  !  corresponde  un 
groupe  d'ordre  j). 

On  peut,  par  exemple,  démontrer  que,  n  étant  plus  grand  que  4, 
si  une  fonction  de  x^,  .t,,  .  . . ,  Xn  a  plus  de  deux  formes  elle  en  a 
au  moins  n,  ce  qui  exclut  Texistence  de  fonctions  à  moins  de  n 
formes  autres  que  les  fonctions  symétriques  et  les  fonctions  à 
deux  formes.  On  trouvera  dans  le  savant  ouvrage  de  M.  Jordan  (*) 
une  foule  d'autres  propositions  particulières.  Nous  ne  donnerons 
pas  ici  ces  développements  qui  ne  seraient  pour  nous  d'aucune 
utilité  ;  nous  nous  bornons  à  dire  qu'on  ne  sait  pas  encore  les 
conditions  nécessaires  et  sulïisantes  que  doit  remplir  un  nombre  p 
pour  qu'il  existe  des  groupes  d'ordre  p  formés  de  substitutions 
de  n  lettres. 

Rappelons  qu'un  groupe  H  est  dit  sous-groupe  d'un  groupe 
donné  G  lorsque  toutes  les  substitutions  de   H  appartiennent  à  G. 

Désignons  par  p  l'ordre  de  G,  par  g  l'ordre  de  H  et  par  hi  =  1, 
hn,  . .   1  h,j    les  substitutions  distinctes  de  H. 

Si  ^2  est  une  substitution  de  G  n'appartenant  pas  à  H,  G  ren- 
fermera également  les  substitutions 

gJh,  gJii,  ...,  gJi,^. 

Ces  7  substitutions  sont  distinctes  ;  elles  sont  d'ailleurs  différentes 
des  précédentes,  car  d'une  égalité 

g.X  —  K 
on  pourrait  déduire  ^ 

g.  =  h^h-', 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  sur  g.y.  Donc  G  renferme  au 
moins  2f/  substitutions  distinctes. 

Supposons  qu'il  en  renferme  davantage  ;  soit  g^  l'une  de  celles 
qui  n'ont  pas  encore  été  obtenues,  G  renfermera  également  les  q 
substitutions  distinctes 

gjiu         g^h,  •-,         gJh 

(*)  G.  Jordan  :  Traité  des  Substitutions  et  des  équations  algébriques,  Gautliier- 
Villars,  1870. 
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qui  n'appartiennent  pas  à  H,  comme  on  vient  de  le  montrer  pour 
02.  Je  dis  que  ces  substitutions  sont  également  difîérentes  des  subs- 
titutions g^h.  Si  on  avait  en  effet 

on  en  déduirait 

g,  =  gAh-\ 

et  gi  appartiendrait  à  la  seconde  suite.  Donc  G  renferme  au  moins 
3^  substitutions  distinctes. 

Eq  continuant  ce  raisonnement  on  épuisera  certainement  les  jo 
substitutions  de  G,  et  si  l'on  désigne  par  X  le  nombre  des  substi- 
tutions g  dont  on  s'est  servi,  y  compris  la  substitution 

5.  =  1 
qui  donne  le  groupe    H,    on  peut  écrire   l'égalité    p  =  X.^,     qui 
prouve  que  : 

Si  H  est  un  sous-groupe  de  G,  l'ordre  de  H  est  un  diviseur  de  l'or- 
dre de  G. 

L'analyse  précédente  montre  que  les  p  substitutions  de  G  peu- 
vent être  rangées  dans  le  tableau  suivant  : 

hi  ==  i      h^       ...       fiq 

9i        g^hi     ...     g.hq 


gx       g^h-i    ...    gxhq. 

Il  est  bien  évident  qu'on  aurait  pu  les  obtenir  également  en  mul- 
tipliant à  droite  les  substitutions  de  H  par  des  substitutions  g.  On 
a  donc  également  le  tableau 

hi  —  i      Aa       ...      h^ 

gz         hg^     . . .     Aç^2 


g-.  %x  ...  %x, 
où  nous  avons  laissé  les  mêmes  lettres  g  pour  ne  pas  multiplier  les 
notations,  mais  où  ces  lettres  ne  désignent  pas  nécessairement  les 
mêmes  substitutions.  Lorsqu'on  choisit  l'un  des  modes  de  généra- 
tion, il  ne  reste  plus  d'arbitraire  que  la  place  de  chaque  élément 
dans  sa  ligne  et  l'ordre  de  ces  lignes,  autrement  dit  :  l'ensemble  de 
tous  les  éléments  d'une  ligne  demeure  le  même. 
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En  effet,  toute  substitution  de  G  n  apparlenant  pas  à  H  peut  s'é- 
crire ^.Aa,  et  si  on  la  multiplie  à  droite  par  les  éléments  de  H  on 
obtient  des  résultats  de  la  forme  g.hji,  qui  sont  évidemment  tous 
les  éléments  de  la  ligne  g.  et  ceux-là  seulement. 

Le  nombre  X  introduit  par  l'égalité  p='^.g  s'appelle  rmof/ce 
du  sous-groupe  H  dans  le  groupe  G.  L'importance  de  ce  nombre 
ressort  clairement  du  théorème  suivant  : 

Tout  invariant  caractérïstigue  de  H  prend  l  formes  distinctes  lors- 
guon  lui  applique  toutes  les  substitutions  du  groupe  G. 

Soit  en  effet  *î>  un  invariant  caractéristique  de  H,  c'est-à-dire  une 
fonction  qui  demeure  invariable  par  les  substitutions  de  H  et  par 
celles-là  seulement  ;  si  h  désigne  une  substitution  quelconque  de  H, 
on  a  l'identité 

*/i  =  cl,. 

Transformons  les  deux  membres  par  une  des  substitutions 
^2,  ^3,  ..-,  ^x,  par  exemple  g^,]  nous  obtiendrons  la  nouvelle 
identité 

c'est-à-dire  que  toutes  les  substitutions  de  la  ligne  qui  contient   g^ 
transformeront  a»  en  une  même  fonction  ^^g^. 

Toutes  les  fonctions  ainsi  obtenues  sont  distinctes,  car  d'une  re- 
lation 

on    déduirait     <]>g^.g^^=^,     c'est-à-dire     g^.g'^  =  h     ou   enlln 
rj^  =  hg.,     ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  sur  les  g. 

Donc  aux  substitutions  %i  =  h,  hg^,  .  .  %,  où  h  est  une 
substitution  quelconque  de  H  pouvant  être  différente  dans  hgi  et  %„ 
par  exemple,  correspondent  X  formes  distinctes  de  ^i»  :  'ï»^!,  *i'r/o, ..., 
<l'7.^,     que  nous  désignerons  simplement  par 

Ces  fonctions  sont  dites  conjuguées  dans  le  groupe  G. 

69.  Nous  savons  d'après  les  théorèmes  fondamentaux  établis  au 
début  de  ce  chapitre  que  ^l>2,  ^1^3,  .  •  • ,  'H  sont  les  invariants  carac- 
téristiques de  certains  groupes  bien  déterminés.  Quels  sont  ces 
groupes  et  quels  rapports  ont-ils  avec  le  groupe    H  de  la  fonction 
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Considérons  Tune  dos  fonctions  précédentes,  "l^  par  exemple,  soit 
k  une  substitution  qui  n'altère  pas  ^l'a  ;  on  aura 

et  Ton  en  déduit  en  transformant  parla  substitution  gz^  : 

La  substitution  gj^g^^  est  donc  une  des  substitutions  qui  n'altèrent 
pas  *,  c'esl-à-dire  une  substitution  du  groupe  H  : 

0J^'07'  =  h. 
Multiplions  à  gauche  par  g-^  et  à  droite  par  g^  ;  nous  obtenons 

k  =z  O^^hg^, 

c'est-à-dire  que  les  substitutions  qui  n'altèrent  pas    '\\    sont  de  la 
forme  g'^^hg^. 

Inversement,  toute  substitution  de  cette  forme  possède  la  même 
propriété.  En  effet,  pour  transformer  %a  par  la  substitution  gâ^hg^, 
on  peut  d'abord  transformer  cette  fonction  par  g~\  ce  qui  donne 
cl)^^^-i  r=  (li,  et  transformer  ensuite  le  résultat  obtenu  *  par  la 
substitution  hg^.  Or  on  a 

donc  la  substitution  considérée  reproduit  *a. 

Il  résulte  de  là,  que  : 

i**  les  substilulions  obtenues  en  faisant  sur  une  substitution  quel- 
conque h,  de  H,  V opération 

97' hg^ 
formen  t  un  groupe  H^  ; 

2*"  ce  groupe  H^  admet  la  fonction  *^  comme  invariant  caractéris- 
tique. 

Examinons  maintenant  d'un  peu  plus  près  l'opération  g~'^hg  ;  on 
dit  que  la  substitution  que  cette  opération  fait  correspondre  à  la 
substitution  h  est  la  transformée  de  h  par  g.  Soient  :  (a,  [3,  y)  un 
cycle  de  h,  a',  p',  y'  les  lettres  que  la  substitution  g  substitue  à 
a,  p,  y;  il  est  aisé  de  voir  quel  est  l'effet  de  l'opération  g"^hg ,  La 
substitution  g~^  remplace  en  effet  respectivement  les  lettres 
a,  p',  v'  par  les  lettres  a,  p,  7,  la  substitution  h  remplace  ensuite 
a,  fi,  Y  par  p,  Y,  ^-i  et  enfin  la  substitution  g  remplace  p,  y?  ^  par 
fi',  y',  ^';  la  substitution  g~^hg  remplace  donc  a',  p',  y'  par  fi'  y'^  ^'1 
c'est-à-dire  comprend  le  cycle  (a',  p',  y')-  H  résulte  de  laque  les  doux 

Théorie  des  nombres  18 
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substitutions  h  et  g~^hg  sont  semblables^  c'est-à-dire  ne  diffèrent 
que  par  les  noms  des  lettres  qui  y  figurent  ;  nous  venons  en 
elfet  de  montrer  qu  à  tout  cycle  do  Tune  correspond  dans  Tautre  un 
cycle  portant  sur  le  mémo  nombre  de  lettres. 

Les  X  groupes  Hi  =  H,  Ho  =  ^7'%2,...,  }l,  =  gx^llg,  qu'on  ob- 
tient en  transformant  les  substitutions  de  H  par  (/,  =  i,  ^o,  ...,  g-^ 
sont  dits  semblables.  On  dit  aussi  qu'ils  sont  conjugués  dans  le 
groupe  G. 

En  général  ces  sous-groupes  conjugués  sont  distincts,  il  peut  ar- 
river qu'ils  coïncident;  les  X  fonctions  conjuguées  *i  =  *,  . . . ,  *x 
sont  alors  des  invariants  caractéristiques  du  môme  groupe  H.  Ce 
groupe  qui  se  reproduit  lorsqu'on  le  transforme  par  une  substitution 
quelconque  de  G  est  appelé  sous-groupe  invariant  de  G. 

Revenons  maintenant  à  la  considération  d'un  invariant  caractéris- 
tique *  du  sous-groupe  H  de  G  dont  l'indice  est  À  ;  les  substitu- 
tions de  G  font  acquérir  à  *,  A  formes  distinctes  *i  =  'l%  «fo,  ..-j^-a, 
la  fonction  a>a  =  ^^/a  étant  un  invariant  caractéristique  du  groupe 
H^=  ^I^%a-  Nous  avons  d'ailleurs  remarqué  que  les  substitutions 
de  G  se  partagent  en  X  séries  de  q  substitutions  de  la  forme  gji, 
et  que  si  l'on  multiplie  toutes  les  substitutions  de  G  par  l'une 
d'entre  elles  on  permute  seulement  entre  elles  les  diverses  séries. 

Les  substitutions  de  chacune  de  ces  séries  gji  transforment  la 
fonction  *  en  une  môme  fonction  *:,;  il  en  résulte  qu'une  substitu- 
tion du  groupe  G  remplace  la  suite  *i,  *o,  .  . . ,  a»-,  par  une  simple 
permutation  des  mômos  éléments. 

On  peut  encore  dire  qu'à  chaque  substitution  ^  de  G  correspond 
une  substitution  y  bien  déterminée  entre  les  formes  de  'l>  : 

^  ""  \:\^g    ^'g,g     .  •  •     ^'i/x.7 

Enfin  il  est  évidentquo  si  les  substitutions  g  et  g'  conduisent  aux 
substitutions  y  et  f  entre  les  <I>,  la  substitution  gg'  conduira  à  la 
substitution  yy'-  Si  donc  on  considère  le  système  des  substitutions  y, 
le  produit  de  deux  substitutions  du  système  appartient  au  système, 
c'est-à-dire  que  les  substitutions  y  forment  un  groupe  Y. 

Soit  maintenant  y  une  substitution  quelconque  de  r;  nous  sa- 
vons qu'il  existe  une  substitution  g  entre  les  x  qui  produit  entre  les 
4>  la  substitution   y-   Lorsqu'on  donne  la  substitution  g,    Y  ost  dé- 


GROUPES    DE    SUBSTITUTIONS  275 

terminé  d'une  manière  unique  ;  en  est-il  de  même  pour  çj  lorsqu'on 
donne  y  ? 

Nous  pouvons  représenter  par  kg  toutes  les  substitutions  du 
groupe  G,  ^  étant  la  substitution  considérée;  imaginons  donc  que 
la  substitution  kg  produise  sur  la  suite  *l>  le  même  effet  que  g.  On 
aura,  pour  chaque  valeur  de  i  comprise  entre  1  et  X,  l'identité 

^g.g  =  ^Hjjig. 

Transformons  les    deux  membres  par    la   substitution     g~^gT^\ 

nous  obtiendrons 

*  =  ^^g^kg-\ 

en  remplaçant  gg~^  par  1;    d'où  il  résulte  que,  quel  que  soit  i,   la 
substitution   gikgY'^   appartient  au  sous-groupe  H. 
L'égalité    gtkgr^  =  h     donne  d'ailleurs 

k  =  g-Wj„ 

c'est-à-dire  que  k  appartient  au  sous-groupe  H^  quel  que  soit  i  ;  k 
est  donc  une  substitution  du  sous-groupe  K  formé  de  toutes  les 
substitutions  communes  à     Hi,  H2,  .  .  . ,  Hx- 

Inversement,  il  est  clair  que  toute  substitution  k  de  ce  sous- 
groupe,  n'altérant  aucune  des  fonctions  *i,  ^2,  .  •  .,  *>.,  la  substi- 
tution kg  produit  toujours  sur  la  suite  <I>i,  <i>2,  ...,  *x  le  même 
effet  que  la  substitution  g.  Supposons  alors  que  le  groupe  K  soit 

d'ordre  r;  l'ordre  du  groupe  r  des  substitutions  entre  les  ^'    sera 

p 
le  quotient   -• 

Il  existe  donc  entre  les  groupes  G  et  r  une  correspondance  dé- 
finie de  la  manière  suivante  : 

1°  A  une  substitution  g  de  G  correspond  mie  substitution  y  de  T. 
A  une  substitution  y  de  T  correspondent  r   substitutions  de  G; 

2°  Au  produit  gg'  de  deux  substitutions  de  G  correspond  le  produit 
Yy'  des  substitutions  correspondantes  de  r. 

Lorsque  deux  groupes  G  et  r  sont  liés  de  telle  sorte,  on  dit  que  r 
est  isomorphe  à  G.  L'isomorphisme  est  dit  mériédrigue  lorsque  le 
nombre  r  est  différent  de  l'unité  ;  les  deux  groupes  G  et  r  sont 
alors  d'ordre  différent. 

Si  au  contraire  on  a  r  =  1,  c'est-à-dire  si  les  deux  groupes  ont 
le  même  ordre,  l'isomorphisme  est  appelé  holoédrique;  la  correspon- 
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dance  entre  r  et  G  est  alors  réciproque  et  Ton  peut  dire  que  G  est 
isomorphe  à  Y. 

Cette  définition  étant  donnée,  revenons  aux  groupes  G  et  r  qui 
nous  y  ont  conduit.  A  la  substitution  1  de  r  correspondent  évi- 
demment les  r  substitutions  k  qui  constituent  le  groupe  K  formé 
des  substitutions  communes  à  Hi,  IL,  .  . . ,  H^;  aune  substitu- 
tion Y  quelconque  de  r  correspondront  de  même  les  r  substitutions 

distinctes 

gk  ou  %, 

dans  lesquelles  expressions  k  représente  une  substitution  quelconque 
de  K  et  g  une  des  substitutions  de  G  qui  correspond  à  7. 

Considérons  un  élément  quelconque  <î'^  de  la  suite  'l\,  ^l>2,  .  . ,  'K] 
nous  savons  qu'il  existe  une  substitution  g^  qui,  appliquée  aux  x, 
remplace  *i  par  <l\,  et  que  toutes  les  substitutions  hg^,  ou  gx.gi^hg^ 
produisent  sur  ^I>i  le  même  eflet;  il  résulte  alors  des  remarques  pré- 
cédentes qu'il  existe  précisément  -^  substitutions  du  groupe  r  qui 
remplacent  *i  par  ^\,  chacune  d'entre  elles  correspondant  à  r  subs- 
titutions entre  les  .t,  de  la  forme  kg.  On  en  conclut  d'une  manière 
générale  qu'^V  existe  toujours  dans  r,  -^  substitutions  qui  trans- 
forment 'l'p  en  'I>a,  quels  que  soient  les  indices  a  et  p. 

Supposons  en  particulier  que  H  soit  un  sous-groupe  invariant  de 
G,  le  groupe  K  coïncidera  avec  H  et  on  Taura  r  —  q.  A  une 
substitution  y  de  r  correspondront  donc  les  q  substitutions  gh  ; 
l'ordre  du  groupe  r  sera    -1  c'est-à-dire  précisément  le  nombre  a 

des  fonctions  *.  On  sait  qu'un  groupe  de  substitutions  de  X  lettres 
et  d'ordre  \  est  appelé  groupe  normal. 

70.  Terminons  ces  généralités  sur  les  croupes  de  substitutions  en 
donnant  quelques  théorèmes  dont  nous  aurons  plus  loin  à  faire 
usage. 

Les  substitutions  communes  à  deux  groupes  Ga  et  G/,  forment 
évidemment  un  groupe  qui  est  le  plus  grand  sous-groupe  commun 
à  Ga  et  G/,.  Ceci  s'étend  à  un  nombre  quelcon(iue  de  groupes.  Si  en 
particulier  on  suppose  que  Hi,  IL,  .  •  .,  Hx  aient,  en  dehors  de  la 
substitution  identique,  des  substitutions  communes,  ces  substitu- 
tions formeront  un  groupe  K  qui  sera  un  sous-groupe  invariant  de  G. 
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Ce  sera  donc  aussi  a  fortiori  un  sous-groupe  invariant  de  H  ou  d'un 
quelconque  des  conjugués  de  IL 

Soit  H  un  sous-groupe  invariant  de  G;  la  substitution  ^~Vî^ trans- 
formée d'une  substitution  de  H  par  une  substitution  quelconque  de 
G  appartient  à  H.  On  peut  donc  la  représenter  par  hh',  h'  étant  une 
substitution  bien  déterminée  de  H,  et  de  l'égalité 

g-'^hg  =  h  h' 
on  déduit 

hg  =  gh .  h', 

ce  qu'on  énonce  en  disant  :  Les  substitutions  g  et  h  sont  échangeables 
aux  substitutions  près  du  groupe  H. 

En  particulier  si  h'  est  constamment  la  substitution  unité,  les  subs- 
titutions g  et  h  sont  simplement  échangeables. 

On  appelle  groupes  abéliens  ceux  qui  sont  formés  uniquement  de 
substitutions  échangeables.  Il  existe  de  tels  groupes  :  les  groupes 
formés  des  puissances  d'une  substitution  en  sont  évidemment.  Si 
y  et  h  sont  deux  substitutions  d'un  groupe  abélien,  on  a  toujours 
g~^hg  =  h,  c'est-à-dire  que  les  sous-groupes  d'un  groupe  abélien  sont 
tous  des  sous-groupes  invariants. 

Les  substitutions  échangeables  avec  une  substitution  quelconque  s 
forment  un  groupe.  Si  on  a  en  effet 

sa  =  as,  sb  =bs  , 

on  en  déduit  sa.b  =  a.sb  —  ab.s,  c'est-à-dire  que  ab  est  échan- 
geable avec  s.  Ce  groupe  comprend  évidemment  toutes  les  substi- 
tutions qui  sont  des  puissances  de  s  ;  les  autres  substitutions  du 
groupe  sont  d'ailleurs  également  échangeables  avec  les  puissances 
de  s.  Par  exemple 

s^a  =  s. sa  =  s. as  =:  sa. s  =  «6-. 

En  représentant  par  S  le  groupe  formé  des  puissances  de  s  on  peut 
écrire  S  =  a~*Sa,  c'est-à-dire  que  S  est  un  sous-groupe  invariant 
du  groupe  formé  des  substitutions  échangeables  à  s. 

Plus  généralement,  les  substitutions  échangeables  à  un  groupe  H 
c'est-à-dire  échangeables  aux  substitutions  de  H,  aux  substitutions 
])rès  du  même  groupe  H,  forment  un  groupe  G  dont  H  est  un  sous- 
groupe  invariant.  Des  relations 

ha  =  ah\ 
hb  =  bh\ 
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on  déduit  en  effet  hab  =  a.h'b  =  ab.h'",  ce  qui  démontre  que  les 
substitutions  a,b,  ...  forment  un  groupe  G.  Le  groupe  H  est  d'ail- 
leurs un  sous-groupe  invariant  de  G,  car  pour  toute  substitution 
a  de  G  on  a 

a-'ha  =  h'. 

J'ajoute  que  le  groupe  G  est  le  plus  grand  parmi  ceux  qui  possèdent 
H  comme  sous-groupe  invariant.  Soit  en  effet  G'  le  plus  grand  de  ces 
groupes  et  g  une  substitution  quelconque  de  G'  ;  on  a 

g~^hg  =  h'  ou  hg  =  gh.h\ 

d'où  il  résulte  que  g  appartient  à  G. 


IV.  —  Théorèmes  de  Lagrange. 

71.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'étudier  d'une  façon 
précise  la  classification  en  genres  donnée  plus  haut  pour  les  fonc- 
tions rationnelles  de  x^,  a?,,  . . .,  x„  et  de  mettre  en  évidence  l'im- 
portance de  celte  classification.  On  observe  immédiatement  que 
toute  fonction  rationnelle  des  x  à  coefficients  entiers  est  le  quotient 
d'une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers,  des  mêmes  lettres,  par 
une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  des  fonctions  symétriques 
élémentaires  pi,  /92,  -  -,  p?i  ;  nous  pouvons  donc  nous  borner  à  con- 
sidérer ici  les  fonctions  entières  des  x,  h  coefficients  entiers;  les 
résultats  obtenus  s'étendront  d'eux-mêmes  aux  fonctions  ration- 
nelles. Rappelons  d'abord  quelques-uns  des  résultats  acquis  : 

Toute  fonction  entière  des  x  h  coefficients  entiers  est  invariant 
caractéristique  d'un  certain  groupe  de  substitutions  des  x. 

Tout  groupe  de  substitutions  des  x  possède  des  invariants  carac- 
téristiques entiers  en  a-j,  x.,,  . . .  ^  Xn  et  à  coeOicients  eïitiers  ;  nous 
avons  appris  à  en  former. 

Si  l'on  considère  un  groupe  G  et  l'un  de  ses  sous-groupes  H,  d'in- 
dice A,  tout  invariant  caractéristique  'ï'  de  H  prend,  par  les  diverses 
substitutions  de  G,   X  formes  distinctes 

qui  sont  les  fonctions  conjuguées  de  'l»  dans  le  groupe  G.  Chacune 
de  ces  fonctions  *,  est  un  invariant  caractéristique  pour  l'un  des 
groupes  conjugués  de  H  dans  G,  groupe  que  nous  avons  désigné 
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par  H-,.  Enfin,  les  diverses  substitutions  des  x  qui  constituent  le 
groupe  G  font  éprouver  aux  fl>  des  substitutions  formant  un  groupe 
isomorphe  r  et  ce  groupe  r  renferme  toujours  des  substitutions  qui 
remplacent  fl>i  par  ^^,  quel  que  soit  ^a- 

Nous  nous  proposons  de  rechercher  les  relations  qui  lient  entre 
eux  deux  invariants  caractéristiques  d'un  même  groupe  ou  de  deux 
groupes  ayant  entre  eux  des  rapports  simples,  tels  qu'un  groupe  et 
un  de  ses  sous-groupes,  deux  groupes  conjugués,  etc.  On  commen- 
cera par  étudier  les  liaisons  qui  existent  entre  les  invariants  carac- 
téristiques du  groupe  symétrique  et  ceux  d'un  groupe  quelconque, 
c'est-à-dire  entre  les  fonctions  symétriques  élémentaires  p^,  p^^  .  .  .,  p„ 
et  une  fonctioyi  entière  quelconque  des  x  à  coefficients  entiers. 

Soit  donc  ^l^  une  fonction  entière  non  symétrique  des  .7?,  elle  est 
pour  un  certain  groupe  G  un  invariant  caractéristique  ;  désignons 
par  X  l'indice  de  ce  groupe  dans  le  groupe  symétrique,  c'est-à-dire 

n\ 
supposons  que  ce  groupe  renferme  —  substitutions  distinctes  ;  à  la 

À 

fonction  *  seront  associées  (X  —  1)  fonctions  'î's,  "^'3,  . . . ,  ^h,  qui 
s'en  déduisent  par  toutes  les  substitutions  des  a?,  et  les  éléments  de 
la  suite  *i  =^  'î',  ^o,  .  .  .,  'K 

sont  seulement  échangés  entre  eux  par  Tune  de  ces  substitutions. 
Le  produit  (X  —  *i)(X  —  ^2)  ...  (X  —  *x)  demeure  alors  inva- 
riable par  toute  substitution  des  x  et  par  suite  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  X  y  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients 
entiers  de  ;9i,  p^^  ...,  l^n-  On  conclut  de  là  que  les  *  sont  les 
racines  d'une  équation  de  degré  1  de  la  forme 

X^'  —  AiX^-i  -H  A^X^-^ lii  A,  =  0, 

où  les  A  sont  des  fonctions  entières  des  p,  à  coefficients  entiers  ; 
cette  équation  porte  le  nom  de  résolvante  de  Lagrange  relative  à  la 
fonction  ^\ 

Nous  allons  en  signaler  immédiatement  des  propriétés  impor- 
tantes : 

Il  est  clair  que  si  nous  regardons  les  x  comme  des  indéterminées^ 
assujetties  uniquement  à  satisfaire  aux  conditions  nécessaires  pour 
qu'on  en  puisse  définir  comme  on  l'a  fait  plus  haut  les  fonctions 
entières  à  coefficients  entiers,  toute  relation  entière  à  coeflicients 
entiers  entre  les  éléments  *i,  4>2,  . . . ,  ^^\->  7^1,  p^,  . . .  ^  pn  conduit  à 
une  identité  en   a?i,  a?2,  .  . .,  Xn  quand  on  remplace  ces  éléments  par 
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leur  expression  à  l'aide  des  x.  Cette  identité  se  transforme  donc 
en  une  autre  identité  lorsqu'on  etîectue  sur  les  x  une  substitution 
quelconque,  et  si  l'on  remanjuc  (jue,  les  p  étant  des  éléments 
invariables  par  ces  transformations,  les  'l>  subissent  les  substitu- 
tions d'un  groupe  S  isomorpbe  au  groupe  symétrique  S,  on  pourra 
en  conclure  que  toute  relation  entière  à  coefficients  entiers  en 
*i,  *2,  •  .  .,  *xi  Ph  P2,  .  .  .,  p„  se  transforme  en  une  autre  relation 
également  vérifiée  par  les  mêmes  éléments^  lorsqu'on  effectue  sur  les 
'h  une  substitution  quelconque  du  groupe  S. 

Si  l'on  considère  en  particulier  les  relations  qui  peuvent  exister 
entre  'l\  et  les  fonctions  symétriques  élémentaires,  on  voit  que 
chacune  d'elles  sera  également  satisfaite  par  *2,  *l'a,  . . . ,  *x,  puis- 
qu'il existe  dans  le  groupe  S  des  substitutions  qui  remplacent  'I>i 
par.  4>^,  quel  que  soit  a.  On  conclut  de  là  que  la  résolvante  de 
Lagrange relative  à  la  fonction  *  est  irréductible,  lorsque  pi,  p^,  ...^Pn 
sont  des  indétermi^iées ,  c'est-à-dire  dans  le  domaine  naturel  d'intégrité 

Toutes  les  relations  entières  ou  rationnelles  à  coeflicients  entiers 
entre  *i  et  les  p  sont  donc  des  conséquences  nécessaires  de  la 
relation 

*i  —  Ai*^-*  4-  A,*^-» ±:  Ax  =  0. 

Inversement^   considérons  une   fonction    entière    à    coeflicients 

entiers  des  éléments   *i,  *2,  . . . , 'ï\,    /^i, /^2, Pn   et  supposons 

qu'elle  demeure  invariable  par  toutes  les  substitutions  du  groupe  S, 
on  pourra  en  conclure  que  la  fonction  des  x  obtenue  en  rempla- 
çant ces  éléments  par  leur  expression  à  l'aide  des  x  demeure  inva- 
riable par  toute  substitution.  Cette  fonction  s'exprime  donc  et  d'une 
seule  manière,  à  l'aide  de  jh,  P2,  .  •  • ,  Pn,  sous  forme  entière  à  coef- 
ficients entiers.  Les  invariants  entiers  du  groupe  )ù  sont  par  consé- 
quent des  fonctions  entières  des  p  à  coefficients  entiers,  et  cette  propo- 
sition rapprochée  des  précédentes  montre  que  :  La  résolvante  de 
Lagrange  relative  à  la  fonction  ^I»  appartient ,  dans  le  domaine 
[Pi^  /^2,  ...  1  joj,     à  la  classe  particulière  définie  par  le  groupe  S. 

72.  Désignons  maintenant  par    H    un  sous-groupe  de   G,   d'indice 

ni 
|JL,  c'est-à-dire  un  groupe  d'ordre  ^  ,   par  'h  un  invariant  caracté- 

ristique,  toujours  entier,  de    H,   et  proposons-nous  de  déterminer 
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les  relations  qui  existent  entre  4^  et  la  fonction  4>  déjà  considérée. 
Nous  poserons     p  =  lix    et  nous  désignerons  par 

4^1  =  4^1  h,  . .  •  ^  l^p 
les  diverses  l'onctions  conjuguées  de  4^  dans  le  groupe  symétrique  ; 
soient  de  même  'î^  =  *ï',  «S'a,  • .  .,  "ï'p  les  expressions  qui  dérivent 
de  *  en  faisant  sur  les  x  les  mêmes  substitutions,  expressions 
parmi  lesquelles  d'ailleurs  X  seulement  sont  distinctes;  il  est  clair 
que  la  fonction  entière 


y  --  4^1  y  —  '^9 

011  l'on  a  posé 

%)  =  {y  —  ^i){y  —  h)  •••  (y -^9)^ 

demeure  invariable  par  toute  substitution  des    x.   On  a  donc  identi- 
quement par  rapport  aux  x  elh  y  : 


y  —  '^i  y  — ^9 

le  second  membre  étant  un  polynôme  entier  à  coeflîcients  entiers. 
Comme  on  a,  d'autre  part, 

^y)  =  (!/->!'.)E'W.)  + j^(;/-4'i)'E"(4',)  +  --, 

on  en  déduit,  en  remplaçant  y  par  6^,  l'identité  en  x  : 

et  si  l'on  observe  que  l'expression  E'(4^i),  identique  au  produit 

Wi-4>2)  ...  ('i^i-4^p), 
n'est  pas  identiquement  nulle   en   x^,  a?2,  ...,  Xn^    on  en  conclura 
que  tout  invariant  entier^  *i,  du  groupe  G  s'exprime  rationnellement 
à  l'aide  d'un  invariant  caractéristique^  ^i,  du  sous-groupe   H    de  G  et 
des  fonctions  symétriques  pi,  /)2,  .  .  .,  Pn- 

On  peut  ajouter  que  le  dénominateur  de  cette  expression  peut 
être  débarrassé  de  <|^i  ;  si  l'on  désigne  en  effet,  par  D(p)  le  discri- 
minant non  identiquement  nul  du  polynôme  E(?/),  discriminant 
défini  par  l'identité 

on  aura 

D(p) 
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et  le  second  membre  sera  le  quotient  d'un  polynôme  entier  en 
4^1?  Pu  '  •  .^  Pn  à  coef^cients  entiers,  par  le  discriminant  de  <];, . 

Deux  conséquences  de  la  proposition  précédente  doivent  être 
signalées  tout  de  suite  : 

Supposons  que  le  groupe  H  se  réduise  au  groupe  G  lui-même; 
on  pourra  dire  :  Deux  invariants  caractéristiques  entiers  d'un  même 
groupe  sont  fonction  rationnelle  l'un  de  Vautre  dans  le  domaine 
[Pi,  P2,  .  .,/5„].  Tous  les  invariants  d'un  groupe  sont  donc  des 
fonctions  rationnelles  d'un  invariant  caractérislique  de  ce  groupe  et 
des  éléments  pi,  po,  . . .,  /?„. 

Supposons  que  le  groupe  II  se  réduise  à  la  substitution  identique, 
la  fonction  ^  variera  par  toute  substitution  ;  on  conclut  donc  de  là 
que  toute  fonction  entière  des  x  à  coefficients  entiers  est  aussi  fonction 
rationnelle  d'une  fonction  à  ni  formes,  dans  le  domaine  [puPz, p»]- 

Revenons  à  la  relation 

mi)-^\-n'^i,P^^  ....Pn)  =  o 

établie  plus  haut,  pour  étudier  sa  nature  lorsiju'on  l'ordonne  par 
rapport  à  d^,.  Pour  cela  nous  observerons  avec  Lagrange  que  le  pro- 
duit {y  —  «];,)(?/  —  -I2)  .  .  .  (y  "—  tj;^),  où  ^^,  d^s,  . . . ,  4^^  désignent  les 
fonctions  conjuguées  de  ^^  dans  le  groupe  G,  est  un  invariant  du 
groupe  G.  On  conclut  de  là  et  d'une  des  propositions  qu'on  vient 
d'énoncer  que  ^^  vérifie  une  équation  d'ordre  \k, 

'Y  —  Bi-V^-^  +  W/-^  —  ■  •  •  =h  B,.  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  pi,  ^2,  .  • . ,  p« 
et  d'un  invariant  caractéristique  de  G,  par  exemple  *l'i. 

Si  l'on  considère  une  relation  entière  quelconque  à  coefficients 
entiers  entre  <]^i,  . . .,  ^^,  *i  et  les  fonctions  symétriques  p,,  . . .,  p» 
comme  elle  se  transforme  en  identité  lorsqu'on  y  remplace  ces  élé- 
ments par  leur  expression  à  l'aide  des  x^  elle  restera  vraie  quand 
on  etï'ectuera  sur  les  x  une  substitution  quelconque.  Eflectuons  en 
particulier  une  substitution  du  groupe  G  ;  les  éléments  4'i,/>i,  ...,79,, 
demeureront  inaltérés  et  les  ^  seront  transformés  par  une  substi- 
tution d'un  groupe  r,  isomorphe  à  G;  on  en  conclut  que  toute  rela- 
tion entière  à  coefficients  entiers  entre  4^1,  .  .  .,  ii^^  *ï>i  et  les  p  demeure 
vraie  lorsqu'on  effectue  sur  les  ^  une  substitution  du  groupe  T. 

En  particulier  toute  relation  de  cette  nature  entre  4^1 ,  *i  et  les  p. 
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sera  également  vérifiée  par  ^2.  . .  -,  ^^.  d'où  il  résulte  que  V  équation 

X^  _  BiY^^-^  +  BoY'^-^  —  •  •    ±:  Bj,  =  0 
est  irréductihle  dans  le  domaine  [*i,  ^1,^2,  •    .,2^],  domaine  formé 
par  l'adjonction  au  domaine  naturel  [pu  •  •  • ,  p  J  d'une  fonction  algé- 
brique, <i>i,  des  p,  définie  par  la  relation  irréductible 
*î  — Ai*;-i-i--  •  =b  Ax  =  0. 
Réciproquement,  toute  fonction  entière  à  coefiicients  entiers  de 
^i,  .  •  • ,  4^^.'  *i  et  /?!,  • .   ,  Pm  qui  demeure  inaltérée  par  les  substitu- 
tions du  groupe  r,  est  également  une  fonction  entière  des  x  qui 
demeure  inaltérée  par  toute  substitution  du  groupe  G,  c'est-à-dire 
peut  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  à  l'aide  de  ^\  et  des  p.  On 
peut  donc  dire  que  l'équation 

appartient  dans  le  domaine  [*i,  pi,  ...,  Pn]  à  la  classe  particulière 
définie  par  le  groupe  T. 

Nous  savons  d'autre  part  que  <Vi  vérifie  dans  le  domaine  naturel 
[Pu  •  •  .,  Pn]  une  équation  irréductible  de  degré  X(^,  qui  appartient 
dans  ce  domaine  à  la  classe  définie  par  un  groupe  S„  isomorphe  au 
groupe  symétrique  S;  il  serait  facile  de  montrer  les  rapports  qui 
existent  entre  les  groupes  S^,  r  et  S„,  en  désignant  par  2o  le  groupe 
représenté  jusqu'ici  par  S  ;  nous  nous  bornerons  à  faire  à  ce  sujet 
la  remarque  suivante  : 

Si  l'onrcprésente^par  ^i,j  (/  =  1,  2,  . . .,  11)  les  diverses  formes 
de  ^  qui  vérifient  l'identité 

yi^  _  B/^n^-^  -+-•••+  B^(')  =  0, 
où  les  B^^)  sont  des  fonctions  rationnelles  do  'f^,,  toute  substitution 
des  X  qui  laisse  invariable  *,  échange  entre  elles  ces  diverses 
formes  et  toute  substitution  qui  remplace  *,  par  */,,  remplace 
aussi  l'ensemble  des  éléments  '^ij  (7  =  1,2,  ...,fx)  par  l'en- 
semble des  éléments  'Ih. i    (i  =  'l.  2,  . .  .,  [^). 

73.  Les  résultats  que  nous  venons  d'acquérir  ont  été  obtenus  en 
supposant  que  les  x  ouïes  p  sont  des  indéterminées  ;  ils  expri- 
ment, si  l'on  veut,  des  propriétés  qui  sont  vraies  pour  l'ensemble 
des  équations  qu'on  obtient  en  fixant  les  p  ;  mais  ils  ne  sont  pas 
applicables,  du  moins  sans  préparation,  dans  le  cas  où  les    p    sont 
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déterminés.  Il  importe  donc  de  chercher  comment  ils  doivent  être 
modifiés  et  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  trouver. 

Nous  considérerons  d'abord  le  théorème  relatif  à  l'expression 
explicite  d'une  fonction  ^l\  des  x  à  l'aide  d'une  autre  foricl.ion  ^i  et 
des /r,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  théorème  devient  illusoire  lorsque 
l'on  a  E'('l^i)  =  0,  c'est-à-dire  quand  le  discriminant  D(p)  est  nul. 
Nous  allons  montrer  qu'il  est  toujours  possible  de  choisir  la  fonc- 
tion entière  <li  de  telle  sorte  que  ce  fait  ne  se  présente  pas,  c'est-à- 
dire  qu'il  existe  dans  tout  genre ^  sous  la  condition  unique  que  les  x 
soient  distincts,  des  fonctions  à  discriminant  non  nul. 

Observons,  dans  ce  but,  que  le  discriminant  de  ^j^i,  c'est-à-dire  le 

produit    JJ(4.,^.-<].,-^.-)     (/,z'  =  l,  2,  ...,X)     (j,/:=l,2,  ..    ,  |.), 

où  l'on  exclut  les  cas  i  =  i',  j=j'^  peut  s'écrire  à  un  facteur 
près  sous  lorme  de  déterminant  de  la  manière  suivante  : 


'I^X.p. 


;^x.)^ 


(^x. 


U[i 


Ajoutons  aux  éléments  de  la  ligne  de  rang  [jl  les  éléments  corres- 
pondants des  (h^  — 1)  lignes  précédentes;  procédons  de  même 
pour  toutes  les  lignes  dont  le  rang  est  multiple  de  ix,  de  telle  sorte 
que  la  ligne  de  rang  i[x  devienne 

^■K<i      2](*„A■)^       ...»      Hck^r- 

On  voit  que  les  éléments  de  la  ligne  de  rang  i>  sont  des  invariants 
pour  l'un  des  groupes  conjugués  de  G  dans  le  groupe  symétrique; 
si  l'on  considère,  par  conséquent,  l'expression 

k='^  k=iL  kr=z'^. 

■^,  =  m,  2  .^1.,-+-  m,  2  ('^ukY-\-----\-my.^  ^  i^ukf^ 


kz=i 


k=l 


GROUPES    DE    SUBSTITUTIONS  285 

OÙ  les  m  désignent  des  entiers  indéterminés,  yj  est  un  invariant 
du  groupe  G.  Admettons  maintenant  qu'ayant  fixé  les  détermina- 
tions des  /7,  on  ait  pu  choisir  Tinvariant  caractéristique  <Vi  du 
groupe  H  de  telle  sorte  que  son  discriminant  ne  soit  pas  nul  ;  il 
existe  alors  des  entiers  m  pour  lesquels  les  expressions  /i,  . . .,  />, 
prennent  des  déterminations  distinctes  sans  quoi  le  déterminant 
écrit  plus  haut  aurait  des  lignes  identiques  c'est-à-dire  serait  nul,  ce 
qui  est  contraire  à  Thypothèse  qu'on  vient  de  faire.  On  en  conclut 
qu'on  peut  former  un  invariant  caractéristique  7^1,  d'un  groupe  G 
qui  renferme  H,  dont  toutes  les  déterminations  sont  distinctes. 

Mais  tout  groupe  renferme  la  substitution  identique  et  nous  avons 
établi  dans  le  chapitre  précédent,  que  si  le  discriminant  des  x  est 
diflerent  de  zéro  on  sait  former  des  fonctions  à  n  !  formes  dont 
toutes  les  déterminations  sont  distinctes  ;  nous  savons  donc  former 
pour  tout  genre  des  fonctions  à  discriminant  non  nul. 

On  déduit  de  là  qu'il  est  toujours  possible  d'appliquer  le  théorème 
qui  donne  *i  en  fonction  de  'bi  et  des  p,  en  choisissant  convenable- 
ment l'invariant  caractéristique  ^i. 

Passons  maintenant  aux  théorèmes  relatifs  aux  divers  rapports 
qu'ont  entre  elles  des  fonctions  entières  des  x^  à  coefficients  entiers; 
on  voit  clairement  que  tous  ces  théorèmes  sont  des  conséquences 
immédiates  du  fait  que  toutes  les  relations  que  l'on  peut  former 
sont  des  identités  en  x^,  .Xo,  .  .  . ,  .t„,  c'est-à-dire  demeurent  vraies 
quand  on  les  transforme  par  les  substitutions  du  groupe  symétrique 
S.  Nous  savons  qu'il  n'en  est  plus  toujours  de  même  quand  les  p 
sont  déterminés  et  que  les  seules  substitutions  qui  transforment  des 
relations  vraies  en  relations  également  vraies  sont  les  substitutions 
d'un  certain  groupe  G,  appelé  groupe  de  Véquation 

x''  — ^9i.x-'^~'  H ±1  pn  =  0. 

Les  théorèmes  applicables  ici  sont  donc  ceux  que  l'on  a  obtenus 
en  introduisant  explicitement  dans  le  calcul,  avec  les  fonctions 
symétriques  élémentaires  Pi^  Pi,  ...  p«,  un  invariant  caractéris- 
tique, ^»i,  du  groupe  G.  C'est  ce  qui  sera  exprimé  d'une  manière 
plus  nette  encore  dans  le  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  Yl 
LES  GROUPES  RÉSOLUBLES 


I.   —  La  résolution  algébrique  des  équations. 

74.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  entière  irréductible 

f{x)  =  0, 

nous  avons  vu  qu  elle  définit  n  symboles  et  nous  avons  appris  dans 
quelle  mesure  il  était  possible  de  distinguer  ces  symboles  entre  eux. 
Nous  savons  que,  les  notations  étant  fixées,  les  diverses  substitu- 
tions permises  entre  les  lettres  a?i,  a?2,-  • .,  ^«  sont  précisément  les 
substitutions  d'un  certain  groupe,  le  groupe  de  l'équation;  toutes  les 
relations  rationnelles  entre  les  racines  restent  vérifiées  lorsqu'on 
effectue  sur  elles  une  de  ces  substitutions,  et  toute  autre  substitu- 
tion les  transforme  en  nouvelles  relations  incompatibles  avec  les 
anciennes. 

Les  résultats  obtenus  dans  le  cliapitre  précédent  relativement  aux 
liaisons  qui  existent  entre  les  diverses  fonctions  rationnelles  de  n 
éléments  distincts,  vont  nous  permettre  de  préciser  les  diverses 
méthodes  que  l'on  peut  employer  pour  parvenir  à  une  expression 
explicite  des  x  en  introduisant,  dans  le  calcul,  d'autres  nombres  algé- 
briques bien  définis,  c'est  à-dire  de  traiter  la  question  de  la  résolution 
algébrique  des  équations. 

Nous  commencerons  par  examiner  le  cas  oii  les  nombres  algé- 
briciuos,  ([ue  l'on  introduit  dans  le  calcul,  s'expriment  rationnelle- 
ment à  l'aide  des  x,  c'est-à-dire  où  l'on  ne  fait  appel  qu'à  des  élé- 
ments pris  dans  le  domaine  de  rationalité  (xi,  x-,,  . . . ,  x,,). 
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Désignons  par  G  le  groupe  de  l'équation  f{x)  =  0 ,  nous 
savons  que  si  une  fonction  rationnelle  cp  de  a?i,  ajo,  ...,a?„  est 
un  invariant  caractéristique  d'un  sous-groupe  de  G  d'indice  X,  elle 
prend  par  les  substitutions  de  G,  X  formes  distinctes  ^i,  cpa,  .  .  . ,  cp^. 
Nous  savons  de  plus  que  si  les  sous-groupes  conjugués  du  sous- 
groupe  donné  ont  en  commun  un  sous-groupe  (invariant  dans  G) 
d'ordre  /t,  les  substitutions  opérées  sur  la  suite 

lorsqu'on  lui  applique  les  diverses  substitutions  de  G,  forment  un 
groupe  r  isomorphe  à  G,  mais  renfermant  k  fois  moins  de  substitu- 
tions. Si  k  est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  si  les  divers  groupes 
conjugués  n'ont  en  commun  que  la  substitution  identique,  l'iso- 
morphisme  est  holoédrique,  de  sorte  que  l'indétermination  des  cp 
est  exactement  de  même  nature  que  l'indétermination  des  x\  de 
plus  lorsqu'on  fixe  le  sens  des  ç>,  le  sens  des  x  se  trouve  fixé.  Au 
contraire  lorsque  le  nombre  k  est  supérieur  à  i,  l'indétermination 
des  o  est  de  nature  plus  simple  que  l'indétermination  des  x,  mais, 
d'autre  part,  lorsqu'on  fixe  le  sens  des  cp,  les  x  ne  se  trouvent  pas 
absolument  déterminés,  vu  que  l'on  peut  encore  effectuer  sur  eux  les 
substitutions  d'un  groupe  d'ordre  k. 

D'une  manière  plus  précise,  si  la  fonction  cp  est  choisie  de  telle 
sorte  que  ses  diverses  formes  prennent  des  déterminations  dis- 
tinctes, l'ensemble  des  relations  rationnelles  entre  les  cp  demeure 
invariable  par  toutes  les  substitutions  d'un  groupe  r  isomorphe  à 
G,  isomorphe  holoédriquement  lorsque  k  est  égal  à  1,  mériédrique- 
ment  dans  le  cas  contraire.  On  peut  encore  dire  que  les  cp  sont  les 
racines  d'une  équation  irréductible  à  coefficients  entiers  dont  le 
groupe  est  précisément  r. 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  relations  rationnelles  entre  les  cp 
et  les  a?,  cet  ensemble  varie  par  toute  substitution  des  x  ou  des  cp, 
et  conduit  à  des  relations  incompatibles  avec  les  premières  lorsque 
k  est  l'unité  ;  il  demeure  invariable  par  les  substitutions  des  x  qui 
appartiennent  à  un  groupe  K  d'ordre  /v,  lorsque  k  est  différent  de 
l'unité,  mais  il  varie  toujours  par  toute  substitution  des  cp.  Dans  le 
premier  castes  x  peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  des  cp; 
dans  le  second  ils  sont  racines  d'une  équation  irréductible  dans  le 
domaine  [cpi,  cp,,  . . . ,  cp-J  et  qui  appartient  dans  ce  domaine  à  la 
classe  définie  par  le  groupe  K. 
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75.  Examinons  maintenant  le  cas  général  où  Ton  introduit  dans 
le  calcul  des  nombres  algébriques  quelconques,  définis  par  une 
équation  irréductible  h{y)  =  0,  n'ayant  a  priori  aucune  relation 
avec  Téquation  donnée     g{x)  =  0. 

Nous  avons  vu  qu  étant  données  deux  équations  irréductibles 

9  (^•)  =  ^. 

h{y)  =  0, 
de  degrés  m  et  n,  dont  nous  désignons  les  racines  par  x^,  x.,  .  . . ,  x^; 
?yi,  ?/2,  '■  -^Vn.  il  correspond  à  cbacune  de  ces  équations  un  groupe, 
le  premier  de  degré  m,  le  second  de  degré  n;  nous  savons 
obtenir  ces  groupes,  à  l'aide  de  la  résolvante  de  Galois  de 
chaque  équation.  Si  nous  considérons  à  la  fois  les  symboles  x  et 
les  symboles  ?/,  il  est  clair  que,  pour  savoir  quelle  est  Tindétermi- 
natioii  de  l'ensemble  de  ces  symboles,  il  nous  suffit  de  former 
la  résolvante  générale  du  système 

T,  =  6i,  ...,  T,  =  ^. 

et  d'étudier  celle  résolvante;  on  retombe  ainsi  sur  un  problème  posé 
dans  le  chapitre  IV  et  dont  nous  allons  maintenant  approfondir  la 
solution.  Nous  observerons  immédiatement  que  la  résolvante  con- 
sidérée est  aussi  celle  du  système 

Ui    =  Cl,  .  .  -,  ^m-\-i>  =   ^ni-^m 

({u'on  obtient  en  écrivant  les  relations  entre  les  coelïicients  et  les 
racines  de  l'équation  réductible  g{z)h{z)  =  0.  Si  nous  désignons 
par  r  le  groupe  des  substitulions  des  x  et  des  y  qui  n'altèrent  point 
Tensemble  des  relations  rationnelles  entre  ces  symboles,  il  sera  par 
conséquent  légitime  d'étendre  la  définition  donnée  plus  haut  du 
groupe  d'une  équation  et  de  dire  que  F  eU  le  groupe  de  Véqualwn 
réductible     g{z).h[z)  =  0. 

D'ailleurs  il  est  bien  évident  que  toutes  les  subslitutions  du 
groupe  r  de  degré  m  -h  p  que  l'on  obtient  ainsi,  devant  laisser 
invariantes  toutes  les  relations  rationnelles  entre  a-,,  ^2,  ...,^.;m 
?/i,  V2^  •  •  '  Vi-  devront  se  borner  à  échanger  les  x  entre  eux  et  les 
y  entre  eux,  car  ces  relations  rationnelles  conduisent  aux  identités 
en  0?  et  y  : 
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g{x)  =  [x  —  X,)(X  —X2)  ...  {x  —  x„,) , 

^iy)  =  {y  —  yi\y  —  y^)  ■  -   (?/  —  yn) . 

Le  groupe  Y  est  dit  intransitif  car  il  ne  renferme  par  exemple 
aucune  substitution  qui  remplace  x^  par  y^  ;  on  appelle  au  con- 
traire groupe  ^myisi^i/" un  groupe  dans  lequel  se  trouve  au  moins  une 
substitution  remplaçant  une  lettre  donnée,  mais  quelconque,  par 
une  lettre  quelconque.  Nous  venons  de  voir  que  le  groupe  d'une 
équation  réductible  est  intransitif;  réciproquement,  si  le  groupe 
d'une  équation  est  intramitif,  l'équation  est  réductible;  il  est  en  elïet 
aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  les  racines  de  Téquation  se  partagent 
en  plusieurs  séries  telles  que  les  substitutions  du  groupe  échangent 
entre  elles  les  racines  d'une  môme  série  ;  dès  lors  il  est  clair  que  les 
fonctions  symétriques  des  racines  de  Tune  quelconque  de  ces  séries 
sont  invariables  par  les  substitutions  du  groupe  et  par  suite  ration- 
nelles ;  donc  Féquation  est  réductible.  De  ces  deux  propositions,  il 
résulte  que  la  définition  donnée  plus  haut  du  groupe  d'une  équation 
réductible,  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  contradiction. 

Revenons  au  groupe  r  de  l'équation 

fj{z)h{z)  =  0, 

et  soient    G  et  H   les  groupes  des  deux  équations 

g{x)  =  0,  %)  =.  0  ; 

nous  désignerons  d'une  manière  générale  par  les  lettres  y,  g,  h^ 
affectées  d'indices,  des  substitutions  appartenant  aux  groupes 
r,  G,  H. 

Je  dis  d'abord  que  toute  substitution  y  est  de  la  forme  gh,  c'est- 
à-dire  que  toute  substitution  de  r  revient  à  une  certaine  substitu- 
tion de  G,  accompagnée  d'une  certaine  substitution  de  H.  En  effet, 
nous  savons  déjà  que  la  substitution  y  échange  d'une  part  les  x 
entre  eux,  et  d'autre  part  les  y  entre  eux  ;  on  peut  donc  poser 
Y  =r  ^TT),  la  substitution  ^  déplaçant  seulement  les  x  et  la  substi- 
tution 7]  seulement  les  y.  Nous  savons  que  la  substitution  y  pos- 
sède la  propriété  de  laisser  invariante  toute  fonction  des  x  et  des  y 
qui  est  égale  à  un  nombre  rationnel  ;  si  nous  considérons  en  parti- 
culier une  fonction  cp  des  x  seuls  qui  possède  cette  propriété,  on  a 

?T  =  ?  ; 
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mais  la  substitut iuii  -/]  ne  déplaçant  que  les  y  et  o  ne  dépendant 
que  des  x,  on  a  aussi 

r(  =  r-'t  =  ?'' 

donc  o;  =  cp,  et  par  suite  la  substitution  i  appartient  au  groupe  G 
de  Téquation  qui  admet  les  x  pour  racines  ;  on  verrait  de  même  que 
Tt  appartient  au  groupe  H  ;  on  a  donc  y  =  gh.  Soit  7'  =  g'Ii'  une 
autre  substitution  de  F;  on  a  y/  =  ghg'h'  =  gg' Jik',  car  les 
substitutions  g'  et  h  déplaçant  des  lettres  différentes  sont  échan- 
geables. Nous  pouvons  dire  que  cette  relation  établit  entre  les  grou- 
pes G  et  H  un  isomorphisme  doublement  mériédrique  ;  voici  ce  que 
nous  devons  entendre  par  là  :  faisons  correspondre  à  une  substi- 
tution ^  de  G  toutes  les  substitutions  h  telles  que  gh  soit  une 
substitution  de  l^  et  de  même  à  une  substitution  h  de  II  toutes  les 
substitutions  g  telles  que  gh  appartienne  à  r  ;  il  est  clair  d'après 
ce  qui  précède,  que  si  g  et  h  se  correspondent  ainsi  et  aussi  g' 
et  h',   gg'  correspond  à  hh'. 

II  est  d'ailleurs  possible  d'établir  une  telle  correspondance  entre 
deux  groupes  quelconques  ;  il  sufïit  en  effet  de  faire  correspondre  à 
chaque  substitution  de  l'un  d'eux  toutes  les  substitutions  de  l'autre. 
Si  ce  cas  se  présente  ici,  les  substitutions  de  r  sonl  toutes  les  subs- 
titutions de  la  forme  gh  ;  donc  si  l'on  suppose  que  les  y  soient 
fixés,  c'est-à-dire  si  l'on  considère  les  substitutions  de  r  qui  ne 
déplacent  pas  les  y,  elles  sont  de  la  forme  g.i,  g  étant  une  subs- 
titution quelconque  de  G  :  l'indétermination  des  x  est  donc  la  même 
que  si  l'on  considérait  à  part  l'équation  g{x)  =  0.  Dans  ce  cas, 
l'introduction  dans  le  calcul  des  symboles  x  et  des  symboles  y 
peut  se  faire  d'une  façon  complètement  indépendante.  On  remar- 
quera que  l'ordre  du  groupe  r  est  égal  au  produit  des  groupes  G 
et  II  ;  nous  verrons  tout  à  l'heure  que  cette  circonstaiice  caractérise 
le  cas  que  nous  venons  d'étudier. 

76.  Supposons  maintenant  que  la  correspondance  dont  il  a  été 
([uestion  entre  les  groupes  G  et  II  soit  telle,  qu'à  la  substitution 
identique  de  h  correspondent  seulement  un  certain  nombre  de  subs- 
titutions de  G  ;  il  est  d'abord  clair  que  ces  substitutions  forment 
un  groupe,  car  le  produit  de  deux  d'entre  elles  correspond  au  pro- 
duit de  la  substitution  identique  par  elle-même.  Je  dis  que  de  plus 
ce  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  de   G  ;   on  peut  di^e   (lue 
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cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  substitution  identique  est 
un  sous-groupe  invariant  de  II  ;  on  peut  aussi  le  démontrer  ainsi  : 
soit  g.i  une  substitution  de  F,  g'  une  substitution  quelconque 
de  G.  Je  dis  d'abord  qu'il  existe  dans  r  une  substitution  au  moins 
de  la  forme  g'h  ;  il  est  clair  en  efï'et  que  si  dans  les  substitutions 
de  r  on  supprime  tout  ce  qui  est  relatif  aux  ?/,  on  doit  retrouver 
le  groupe   G.    Or  on  a 

{g'h).{o.i){.j'h)-^=^g',j,y-'.i; 

donc  o'gg'~^  appartient  au  sous-groupe  considéré  ;  ce  sous- 
groupe  K  est  donc  invariant  dans  G.  Désignons  par  X  son  indice 
et  par  p  ci  g   les  ordres  des  groupes   G  et  H,    le  groupe    K   est 

d'ordre    r  =:  -^  ;    je  dis  qu'il  y  a  dans  le  groupe   r   précisément  r 

A 

substitutions  de  la  forme  gh,  h  désignant  une  substitution  déter- 
minée de  H.  En  effet,  soit  g'h  celle  des  substitutions  de  cette  forme 
dont  nous  avons  démontré  l'existence  et  gh  une  autre  quelconque 
de  la  même  forme  ;  la  substitution 

appartient  à  r  ;  elle  est  de  la  forme  gg'~^ .  1  ;  donc  g'g~'^  ap- 
partient au  groupe  K  et  l'on  a.  g  =  y-g\  y.  désignant  une  cer- 
taine substitution  de  K.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  x  étant  une 
substitution  quelconque  de  K  et  la  substitution  g'h  appartenant 
au  groupe  F,  il  en  est  de  même  de  la  substitution 

i:^..i){g'h)==y..r/.h. 

On  obtient  donc  toutes  les  substitutions  de  la  forme  gh  en  multi- 
pliant  l'une  d'entre  elles  successivement  par  les   r   substitutions 

de   K    et  on  obtient  ainsi   r   substitutions   distinctes.   L'ordre   du 

pq 
groupe  F  est  donc    r.q  =  ^  • 

A 

Nous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  que  si  dans  le  groupe  F  la 
substitution  identique  du  groupe  H  se  trouve  associée  avec  les 
substitutions  du  groupe    G   formant  un  sous-groupe  invariant   K 

PQ 
d'indice  X,  l'ordre  de  F  est  d'indice    ^  •    Il  est  clair  que  la  réci- 
proque de  cette  proposition  est  vraie,  c'est-à-dire   que  si  l'ordre 
de  F  est  -^ ,  il  correspond  à  la  substitution  identique  de    H    un 

A 

sous-groupe  invariant  d'indice  X  dans   G  ;  de  plus  il  correspond  de 
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mi'me  à  la  substitution  identique  de    G   un  sous-groupe  invariant 
d'indice  X  dans  H. 


77.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  préciser  Tinfluence 
produite  sur  le  calcul  des  symboles  x  par  Tinlroduction  des  sym- 
boles ?/,  ou  mieux,  en  quoi  le  calcul  simultané  des  symboles  x  ai  y 
diffère  du  calcul  séparé  de  chacune  de  ces  séries  de  symboles. 

Pour  connaître  le  calcul  dos  symboles  a?,  il  nous  est  nécessaire 
de  former  une  table  de  structure  du  groupe  (infini  et  commutatif) 
que  constituent  ces  symboles  et  leurs  fonctions  entières,  vis-à-vis 
des  deux  modes  de  composition  connus  :  addition  et  multiplication. 
Nous  savons  que  si  nous  fixons  les  notations  d'une  manière  arbi- 
traire, mais  précise,  il  subsistera  encore  dans  cette  table  une  cer- 
taine symétrie,  précisément  indiquée  par  le  <jrouj)e  G  de  V équation  ^ 
c'est-à-dire  que  les  substitutions  de  ce  groupe  pourront  être  oU'ec- 
luées  sans  rien  altérer.  Il  en  est  de  môme  pour  ce  (jui  concerne  les 
y  et  le  groupe  H.  Mais  si  Ton  considère  simultanément  les  x  et 
les  î/,  il  ne  sera  pas  permis  d'efi'ectuer  séparément  sur  les  x  les 
opérations  du  groui)e  G  et.  sur  les  y  les  opérations  du  groupe  H  ; 
les  seules  substitutions  permises  sont  en  effet,  par  définition,  les 
substitutions  du  groupe  r.  Si  d'ailleurs  nous  convenons  de  fixer 
les  symboles  ?/,  c'est-à-dire  de  renoncer  à  les  permuter  entre  eux, 
les  seules  substitutions  permises  seront  les  substitutions  du  groupe 
r  qui  n'altèrent  pas  les  ?/,  c'est-à-dire  les  substitutions  du  groupe  K. 
Nous  exprimerons  ce  fait  en  disant  que  par  Vadjoncdon  des  y  le 
groupe  G  de  l'équation  g{x)  =  0  est  réduit  à  son  sous-groupe 
invariant  K.  L'étude  du  groupe  \\  laquelle  comprend  celle  du 
groupe  G  comme  cas  particulier,  se  ramène  d'après  ce  qui  précède 
à  l'étude  successive  des  groupes  II  et  K  ;  c'est-à-dire  que  lors- 
qu'on a  étudié  l'équation  h{y)  =  0,  l'étude  de  l'équation  g[x)  =  0 
ne  dépend  plus  que  du  groupe  K,  et  non  plus  du  groupe  G.  A  un 
autre  point  de  vue,  on  peut  dire  que  le  fait  de  considérer  comme 
connues  les  racines  de  l'équation  irréductible  My)  réduit  le 'groupe 
de  y[x)  à  un  de  ses  sous-groupes  [invariant)  d'indice  X  ;  il  est 
d'ailleurs  clair,  à  cause  de  la  symétrie  de  tout  ce  qui  précède,  que, 
réciproijucment,  Vadjonction  des  racines  de  y{x)  réduirait  le  groupe 
de  h{y)  à  un  de  ses  sous-groupes  invariants  d'indice   X. 

On  a  vu  d'ailleurs,  qu'étant  donné  un  sous-groupe  invariant  K 
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d'indice  X  du  groupe  G  d'une  équation  donnée,  il  est  toujours  pos- 
sible de  ramener  l'étude  du  groupe  de  l'équation  à  l'étude  de  ce 
sous-groupe  et  d'un  autre  groupe  d'ordre  X  ;  si  nous  désignons  en 
effet  par  o  un  invariant  caractéristique  de  ce  sous-groupe,  cet  inva- 
riant caractéristique  prend  par  les  substitutions  de  G,  X  formes 
distinctes  91,  cp,,  ... ,  cp^  et  si  l'on  applique  à  ces  X  fonctions  toutes 
les  substitutions  de  G  on  obtient  seulement  X  permutations  dilïé- 
rentes  ,  c'est-à-dire  qu'il  correspond  à  ces  fonctions  un  groupe 
d'ordre  X.  Si  d'ailleurs  on  fixe  l'une  de  ces  permutations,  les  seules 
substitutions  permises  sur  les  lettres  a?i,  a^g,  ...,  Xn  sont  les  substi- 
tutions du  groupe  K.  On  a  ainsi  ramené  l'étude  du  groupe  G  à 
l'étude  du  groupe  K  et  d'un  groupe  d'ordre  X. 

Ainsi  toute  réduction  du  groupe  obtenue  par  Vadjonction  des  racines 
d'une  équation  irréductible  quelconque  peut  être  obtenue  aussi  par 
l'adjonction  d'une  certaine  fonction  rationnelle  des  racines  de  l équation 
donnée. 

D'ailleurs  une  telle  réduction  n'est  possible  que  si  le  groupe  G 
admet  un  sous-groupe  invariant  ;  nous  avons  vu  en  effet  que  si  des 
fonctions  conjuguées  sont  des  invariants  caractéristiques  de  groupes 
n'ayant  en  commun  que  la  substitution  identique,  le  groupe  des 
substitutions  possibles  sur  les  indices  de  ces  fonctions  est  holoé- 
driquement  isomorphe  au  groupe  G. 

Ainsi  de  quelque  manière  que  l'on  opère,  que  l'on  cherche  à  intro- 
duire dans  le  calcul  des  nombres  algébriques  quelconques  (*),  ou 
bien  seulement  des  fonctions  rationnelles  des  racines,  on  ne  peut 
espérer  une  réduction  ou  pour  mieux  dire,  une  décomposition  de 
l'étude  du  groupe  d'une  équation  donnée,  que  si  ce  groupe  admet 
un  sous-groupe  invariant.  D'ailleurs  si  un  groupe  admet  un  sous- 
groupe  invariant,  nous  avons  déjà  vu  que  son  étude  se  ramène  à 
l'étude  de  deux  groupes  plus  simples,  dont  l'ordre  a  pour  produit 
l'ordre  du  groupe  donné. 

Nous  approfondirons  dans  le  chapitre  suivant  certaines  des  ques- 
tions algébriques  qui  se  rattachent  à  cette  décomposition  du  groupe  ; 
nous  allons  l'étudier  ici  en  nous  plaçant  uniquement  au  point  de  vue 

(*)  Il  est  clair  que,  du  moment  qu'il  s'agit  ici  de  résoudre  une  équation,  c'est- 
à-dire  de  distinguer  le  plus  possible  entre  les  symboles  qu'elle  définit,  il  ne  peut 
être  question  d'introduire  une  racine  d'une  équation  irréductible  sans  les  intro- 
duire toutes  comme  nous  pouvions  le  faire  dans  l'étude  d'un  domaine  algébrique. 
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de  la  théorie  des  substitutions;  d'ailleurs^  au  point  de  vue  purement 
abstrait,  nous  aurons  ainsi  complètement  traité  le  problème  de  la 
résolution  des  équations,  c'est-à-dire  de  l'étude  des  symboles  qu'elles 
définissent.  Nous  aurons  en  efîet  analysé  autant  qu  il  est  possible  de 
le  faire  la  nature  de  l'indétermination  qui  subsiste  dans  la  définition 
de  ces  symboles,  indétermination  représentée  par  le  groupe. 


II.  —  Décomposition  d'un  groupe. 

78.  Soit  G  un  groupe  composé^  c'est-à-dire  un  groupe  admettant 
au  moins  un  sous-groupe  invariant  (un  groupe  non  composé  est  dit 
simple)  et  soit  II  un  sous-groupe  invariant  de  G.  Supposons  qu'il 
n'existe  aucun  sous-groupe  invariant  de  G  renfermant  toutes  les 
substitutions  de  H  et  différent  de  H  ;  nous  dirons  que  II  est  un 
sous-groupe  invariant  maximum  do  G  ;  on  remarque  que  cela  ne 
veut  pas  dire  que  G  n'a  pas  de  sous-groupe  invariant  d'ordre  supé- 
rieur à  II,  mais  simplement  qu'il  n'a  pas  de  sous-groupe  invariant 
d'ordre  supérieur  à  H  et  comprenant  II. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  si  II  n'est  pas  un  sous-groupe  invariant 
maximum  de  G,  il  existe  un  sous-groupe  invariant  de  G  compre- 
nant H  et  admettant  H  comme  sous-groupe  invariant  maximum; 
il  est  donc  possible  de  former  une  suite  de  groupes 

G,  Gi,  G2,  ...  ,  Ga;,  h, 
tels  que  chacun  d'eux  soit  sous-groupe  invariant  maximum  du  pré- 
cédent. 

Lorsqu'on  a  une  suite  de  groupes 

G,  Gi,  G2,  ...  ,  G„,  1,  ,' 

commençant  par  un  groupe  G,  se  terminant  à  la  substitution 
identique  et  telle  que  chaque  groupe  soit  un  sous-groupe  invariant 
maximum  du  précédent,  on  dit  que  cette  suite  est  une  suite  de  com- 
position de  G.  Tout  groupe  composé  a  une  ou  plusieurs  suites  de 
composition,  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  H  étant  un  sous- 
groupe  invariant  quelconque  de  G,  il  y  a  une  suite  de  composition 
de  G  qui  comprend  le  groupe  II. 

Soit 

(l)  G,  H,  I,  J,  ...,  M,  \ 
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une  suite  do  composition  do  G  ;  désignons  par  X  Vindico  do  H  dans 
G,  par  [i  rindice  de  I  dans  II,  ...  ,  par  p  l'indice  de  la  substitu- 
tion identique  dans  M  (c'est-à-dire  Tordre  de  M)  ;  les  nombres 
X,  [Ji,  ...  ,  p  sont  dits  les  facteurs  de  composition  de  G,  relatifs  à  la 
suite  (l).  Nous  pouvons  énoncer  à  leur  égard  la  proposition  sui- 
vante :  Lorsqu'on  passe  d'une  des  suites  de  composition  d'un  groupe 
G  à  une  autre^  les  facteurs  de  composition  sont  simplement  permutés. 

La  démonstration  de  cotte  proposition  va  nous  fournir  l'occasion 
d'utiliser  la  notion  générale  des  groupes  d'opérations.,  tout  en  appro- 
fondissant la  constitution  intime  des  groupes  de  substitutions. 

Soient  H  un  sous-groupe  invariant  quelconque  de  G, 

hi  =  i^  h.2^  .  .  . ,  /<p 

ses  substitutions  distinctes,  X  son  indice.  Nous  avons  démontré  que 

toutes  les  substitutions  de  G  pouvaient  être  rangées  dans  le  tableau 

suivant  : 

^1  =  1       hi       ...       /?p 


fh        ,7x^2     . . .     gxhi^  ; 
^1  —  1,     ^2,  ...,  g\    sont  dos  substitutions  choisies  d'une  manière 
connue. 

Soient    gjia    et    grJiu     deux  des   substitutions    de  G;  le  produit 
de   ces  deux  substitutions  qui   est  encore  une  substitution  do    G 

peut  s'écrire 

gxha.gr.h,,  =  g^.gJia.h. 

En  effet,  le  groupe  H  étant  invariant  dans  G,  on  a    g^^hagr.  —  ha'  ; 
donc,  en  multipliant  à  gauche  par  ^p. 

Considérons  maintenant  le  produit     g^g^  ;    c'est  une  substitution 
gzhfi,  0  ne  dépendant  quo  do  a  et  |^.  On  a  donc 

Oxha.grjh  =  g^.haha'h 
ou  encore 

g^ha .  g'^h  =  g?Jh  - 

On  a  ainsi  défini  une  composition  des  lignes  de  G,  puisqu'une  subs- 
titution quelconque  de  la  ligne   g^  composée  avec  une  substitution 
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quelconque   de  la  ligne  g.  donne  toujours  une  substitution  de  la 
ligne  g,. 

Soit  op.  a  l'une  quelconque  des  substitutions  de  la  ligne  gji,  la 
multiplication  des  opérations  ainsi  définies  est  associative,  c'ost-à- 
dire  que  pour  obtenir 

op.  a  X  op.  PX  Op.y 

il    suffit   d'effectuer     op.  a  X  op.  ^,     ce  qui   donne    op.a,    puis   la 
nouvelle  multiplication 

op.  oXop.  y. 

Enfm,  parmi  les  opérations  considérées  il  y  en  a  une  qui  n'a  au- 
cun effet,  c'est  l'opération  qui  correspond  à  la  ligne 

Ce  sera  l'opération  identique  du  système. 

Nous  avons  donc  défini  un  système  d'opérations,  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

1"  Par  un  moyen  de  composition  quelconque  (multiplication)  on 
passe  d'une  manière  uniforme  de  deux  opérations  du  système  à  une  au- 
tre opération  du  système  ; 

2°  La  multiplication  des  opérations  est  associative  ; 

3°  Une  même  opération  composée  avec  des  opérations  différentes 
donne  des  opérations  différentes. 

Nous  savons  que  dans  ce  cas  on  dit  que  ces  opérations  forment  un 
groupe  (§  5)  et  que  les  propriétés  principales  des  groupes  de  subs- 
titutions s'étendent  à  de  tels  systèmes. 

Nous  désignerons  ce  groupe  par  GIH  et  nous  l'appellerons  quo- 
tient de  G  par  H. 

79.  Deux  substitutions  de  G  seront  dites  équivalentes  lorsqu'on 
passe  de  l'une  à  l'autre  en  la  multipliant  par  une  substitution  de  H. 
Grâce  au  fait  que  H  est  un  sous-groupe  invariant,  on  a 

9ahh  =  hh-g^ , 
c'est-à-dire  qu'on  n'a  pas  besoin  de  spécifier  dans  la  définition  si  on 
multiplie  à  droite  ou  à  gauche.  Il  en  résulte  d'abord  que  l'équiva- 
lence est  réciproque,  et  ensuite  que  le  produit  de  deux  substitutions 
équivalentes  est  encore  une  substitution  équivalente  à  ces  deux-là. 
Les  substitutions  de  G  sont  ainsi  partagées  en  classes  de  substitu- 
tions équivalentes. 
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Aux  substitutions  gJh,  gho  ....  gK  de  G  correspond  une  nriome 
opération  du  groupe  d'opérations  (j|H;  ce  nouveau  groupe  est  donc 
isomorphe  mériédrlquement  au  premier. 

Si  le  groupe  G|H  ne  renferme  pas  dans  ses  opérations  toutes 
les  classes  de  G,  les  substitutions  des  classes  qu'il  contient  forment 
un  sous-groupe  invariant  H'  de  G.  Ce  sous-groupe  contient  le 
groupe  H,  car  les  substitutions  de  H  donnent  l'opération  identique 
qui  appartient  à  G|H. 

Si  H  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  de  G  il  n'y  a  pas 
de  groupe  tel  que  H'  ;  le  groupe  d'opérations  G|H  ne  peut  avoir  de 
sous-groupe  invariant,  sans  quoi  on  en  déduirait  un  groupe  W  ; 
donc  il  est  simple. 

Enfin  ajoutons  que  l'ordre  de  G  est  le  produit  des  ordres  de  H  et 
de  G|H  et  que  le  groupe  G] H  est  précisément  isomorphe  au  groupe 
d'ordre  X  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Si  maintenant  nous  considérons  un  groupe  G  et  une  suite  de  com- 
position de  ce  groupe 

G,  H,  I,  J,  K,  ...,M,1, 

à  cette  suite  correspond  un  ensemble  de  groupes  d'opérations 

G|H,  H|I, 

qui  sont  tous  simples.  On  appelle  ces  groupes,  groupes  fadeurs  du 
groupe  G  ;  leurs  ordres  sont  précisément  les  entiers  que  nous  avons 
appelés  précédemment  facteurs  de  composition  de  G. 

80.  La  suite  des  groupes  facteurs  est  seulement  permutée  iorsr/u^on 
passe  d'une  des  suites  de  composition  de  G  à  une  autre. 

Supposons  en  effet  que  G  possède  deux  sous-groupes  invariants 
maxima  H  et  H'. 

Les  substitutions  communes  à  H  et  H'  forment  un  groupe  r,  et 
comme  la  transformée  d'une  substitution  de  r  par  une  substitution 
quelconque  de  G  appartient  à  la  fois  à  H  et  à  H',  r  est  un  sous- 
groupe  invariant  de  G,  H  et  H'. 

Soient  maintenant  a  et  b  des  substitutions  quelconques  de  H   et 

de  H' 

H   =  [a,  a',  a'\    .    .], 

W  =[b,  b\  b\    ...\ 
et  c  une  substitution  q.uelconque  de  G.  Si  on  combine  les  substi- 
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tiitions  a,  a',  ...  avec  les  substitutions  b,  //,  ...  do  toutes  les  ma- 
nières possibles,  on  obtient  un  groupe  qui  est  contenu  dans  G  et  qui 
contient  H  et  H'.  D'ailleurs  la  transformée  d'une  substitution 
a.b.a! ,b'  par  la  substitution  c  peut  s'écrire 

forme  sous  laquelle  on  reconnaît  qu'elle  appartient  encore  au  groupe 
précédent.  Ce  groupe  est  donc  un  sous-groupe  invariant  de  G  qui 
doit  renfermer  H  et  H'  ;  ce  ne  peut  être  que  le  groupe  G  lui- 
même. 

Le  groupe  G  se  partage  d'ailleurs  en  classes  de  substitutions 
équivalentes  qui  dérivent  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  de  r. 
Si  nous  considérons  ensuite  les  groupes  H  et  H'  qui  contiennent 
r,  ils  contiendront  entièrement  chaque  classe  de  substitutions 
dont  ils  contiennent  une  partie  ;  donc  H  et  H'  sont  aussi  partagés 
en  classes  de  la  mémo  manière. 

Les  opérations  qui  composent  entre  elles  ces  classes  forment  donc 
des  groupes  G|r,  H|r,  H'|r;  nous  les  appellerons  Gq,  Hq,  HJ,. 

On  sait  qu'ils  sont  respectivement  isomorphes  à  G,  H,  H'  ;  on 
peut  en  déduire  que  G^  est  engendré  par  Hq  et  H'o  qui  sont  deux 
de  ses  sous-groupes  invariants  maxima.  D'ailleurs  comme  H  et  H' 
ont  en  commun  l\  H^  et  Ho  auront  en  commun  la  seule  opération 
identique. 

Soient  S,  Si,  So,  ...  les  opérations  de  Hq,  T,  T,,  T,,  ...  celles  de 
H'o.  Le  produit  T-^S-*TS  peut  s'écrire  d'une  part  (T-'S-^T)S,  et 
d'autre  part  T~'(S~^TS),  en  vertu  de  la  propriété  associative  de  la 
multiplication.  H  appartient  donc  à  la  fois  à  H^  et  à  Hq  et  par 
conséquent  c'est  l'opération  identique  de  G^,  d'où  TS  =  ST  :  Les 
opérations  ^  et  T  sont  échangeables. 

Toutes  les  opérations  de  G^  peuvent  alors  se  mettre  d'une  ma- 
nière et  d'une  seule  sous  la  forme   S^T..    > 

En  effet,  une  relation  de  la  forme 

Salg    =    ba'  1  p' 

donne 

Sa'   ^a    ^^     -^fi'  '  ii     1 

ce  qui  montre  que  ces  deux  opérations,  communes  à  U^  et  Hq,  se 
réduisent  à  l'opération  identique.  Donc 
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L'expression  S^Tg  représente  donc  une  fois  et  une  fois  seulement 
chaque  opération  de  G,.  La  composition  de  ces  opérations  est  ma- 
nifeste : 

(s/r,)(s./r,-)  =  (s.s,-)(T,T,-). 

Les  opérations  de  G^,  se  partagent  ainsi  naturellement  en  classes, 
telles  que  deux  opérations  d'une  même  classe  ne  diffèrent  que  par 
l'opération  S  de  U,.  Chacune  de  ces  classes  est  donc  caractérisée 
par  une  opération  T,  et  le  groupe  de  classes  ainsi  formé  GoIHq 
est  identique  avec  le  groupe  H;  formé  des  opérations  T. 

On  verrait  de  même  que     Go|H'o     est  identique  à  Hq. 

On  dit  quelquefois  que  Gq  est  le  produit  des  groupes  GqIHo 
et  Ho,  c'est-à-dire  de  Ho  et  h;,  ;  cette  dénomination  se  comprend 
d'elle-même. 

Nous  venons  de  partager  en  classes  les  opérations  de  Go,  c'est-à- 
dire  les  classes  de  première  espèce  de  G  relatives  à  r  ;  cette  division 
peut  être  faite  directement.  Deux  opérations  de  Go  seront  d'une 
môme  classe  si  elles  ne  diffèrent  que  par  une  opération  de  l\  ;  donc 
deux  substitutions  de  G  seront  d'une  même  classe  de  seconde  espèce 
si  elles  ne  diflèrent  que  par  une  substitution  de    H,    c'est-à-dire  si 

l'on  a 

Cp  =  ac^. 

On  déduit  de  là 

c'est-à-dire  que     c^c'^     appartient  à  H. 

H  résulte  de  là  que  Go|Ho  est  identique  à  G|H  ;  mais  on  a  dé- 
montré que  GolHo  est  holoédriquement  isomorphe  à  H^,  c  est-à- 
dire  H'|r  ;  on  peut  donc  en  conclure  que  G|H  est  isomorphe  ho- 
loédriquement à     H'|r     et  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Si  un  groupe  G  possède  deux  sous-groupes  invariants  maxima  H  et 
H',  si  V  est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  G  |  H  et  G  |  H'  sont 
respectivement  isomorphes  holoédriquement  à  W  \  T  et  \\  \  T ^  et  (j  \  V 
est  le  PRODUIT  de  H  |  r   et  \V  \  r. 

D'ailleurs  il  est  clair  que  r  est  un  sous-groupe  invariant  maximum 
de  H  et  de  H'  ;  nous  venons  de  voir  en  effet  que  H'|r  et  H|r 
sont  holoédriquement  isomorphes  à  G|H  et  G'|H  ;  ce  sont  donc 
des  groupes  simples  ;  or,  il  est  clair  que  c'est  là  la  condition  pour 
que  r  soit  un  sous-groupe  invariant  maximum  de  H'  et  de  H, 
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81.  La  démonslralion  do  notre  proposition  : 

La  suite  des  groupes  facteurs  est  seulement  permutée  lorsqu'on  passe 
d'une  suite  de  composition  à  une  autre 
est  maintenant  immédiate. 

Supposons  le  théorème  vrai  pour  les  groupes  d'ordre  inférieur 
ou  égal  à  N  (il  est  évident  pour  les  groupes  d'ordre  assez  petit, 
4  ou  2  par  exemple).  Nous  allons  le  démontrer  pour  les  groupes 
d'ordre  au  plus  égal  à  2N. 

Soit  G  un  groupe  d'ordre  au  plus  égal  à  2N,  (1)  et  (2)  deux 
suites  de  composition  de  ce  groupe  : 

(i)  G,II,  I,  J,      ...,     M,1, 

(2)  G,  H',  I',  J',     ...,     MM. 

Nous  supposons  évidemment  H  et  II'  différents,  sans  quoi  on 
commencerait  à  I  et  T  ;  soit  r  leur  plus  grand  sous-groupe  com- 
mun. On  peut  former  les  deux  suites 

(3)  G,  H,  r,     ..   ,     1, 
W                                 G,  H',  r,     ...,     1, 

où  l'on  a  introduit  V  et  qui  sont  des  suites  de  composition  de  G 
supposées  identiques  à  partir  de  r.  D'ailleurs  le  théorème  démontré 
précédemment  fait  voir  qu'elles  sont  formées  des  mêmes  groupes 
facteurs,  puisque 

G  I  II   est  isomorphe  holoédriquement  à   H'  |  r 
et 

G  I  II'  -  -  H  I  r. 

Considérons  maintenant  les  suites 

H,  I,  J,     ...,     1, 

H,r,      ...,     1; 

l'ordre  de  W  étant  évidemment  inférieur  ou  égal  à  N,  ces  deux 
suites  contiennent  les  mêmes  groupes'  facteurs,  donc  (i)  et  (3) 
conduisent  au  même  ensemble  pour  ces  groupes. 

De  même  (2)  et  (4)  conduisent  également  au  même  ensemble.  Il 
en  résulte  que  (1)  et  (2)  donnent  lieu  aux  mêmes  groupes  facteurs 
pris  dans  un  ordre  diflérent. 

82.  Nous  voyons  ainsi  que  l'étude  d'un  groupe  quelconque  se 
ramène   à    l'étude  d'un    certain  nombre  de  groupes   simples,   ses 
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groupes  fadeurs  ;  d'ailleurs  on  obtient  les  mêmes  groupes  facteurs, 
quel  que  soit  le  procédé  que  Ton  suive  pour  les  former.  De  plus  un 
sous-groupe  invariant  quelconque  faisant  partie  d'une  suite  de 
composition  du  groupe,  on  voit  qu'il  n'est  pas  possible  d'obtenir 
d'autre  décomposition  du  problème  que  cette  décomposition  en 
groupes  facteurs  ;  seulement  si  l'on  ne  considère  pas  un  sous- 
groupe  invariant  maximum,  plusieurs  de  ces  groupes  facteurs  se 
trouvent  encore  multipliés  entre  eux  :  la  décomposition  est  incom- 
plète. 

Le  problème  de  la  résolution  des  équations  se  ramène  ainsi  aux 
deux  problèmes  suivants  :  décomposer  un  groupe  en  groupes  fac- 
teurs ;  étudier  les  groupes  simples.  Nous  étudierons  d'abord,  sans 
d'ailleurs  l'approfondir,  le  second  de  ces  problèmes,  car  il  est  indis- 
pensable d'avoir  étudié  les  groupes  de  substitutions  pour  pouvoir 
décomposer  en  facteurs  des  groupes  donnés  ;  de  plus,  nous  ap- 
prendrons ainsi  à  connaître  une  classe  particulièrement  intéres- 
sante de  groupes  simples,  les  groupes  cycliques,  dont  la  structure 
est  intuitive  et  qui  sont  à  peu  près  les  seuls  groupes  simples 
pour  lesquels  il  en  est  ainsi.  Nous  pourrons  alors,  au  lieu  de  consi- 
dérations générales  sur  la  décomposition  d'un  groupe  en  facteurs, 
étudier  des  problèmes  particuliers,  par  exemple  le  suivant  :  à  quelles 
conditions  un  groujje  admet-il  uniquement  des  groupes  cycliques  comme 
facteurs  ?  et  nous  le  résoudrons  dans  des  cas  assez  étendus. 


III.  —  Groupes  particuliers. 


83.  Dans  le  paragraphe  précédent  nous  nous  sommes  uniquement 
occupés  de  la  structure  des  groupes  au  point  de  vue  abstrait, 
c'est-à-dire  sans  nous  inquiéter  de  la  nature  intime  des  substitutions 
qui  les  composent;  nous  allons  maintenant  étudier  quelques  groupes 
dont  la  structure,  particulièrement  simple,  dérive  facilement  de  la 
connaissance  des  substitutions  qui  les  composent. 

Rappelons  que  nous  avons  appelé  groupe  transitif  un  groupe  tel 
qu'étant  donné  deux  indices  quelconques  a  et  p,  il  renferme  une 
substitution  qui  remplace  a  par  p.  Il  résulte  immédiatement  de  cette 
délinition  que  tout  sous-groupe  invariant  d'un  groi^m-'^i^^nsitif,  ou 

'0HITBR3IT7; 
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bien  se  réduit  à  la  substitution  identique,  ou  bien  déplace  tous  les 
indices.  En  efl'et,  s'il  déplace  un  indice  a,  il  déplace  un  aulrc  indice 
quelconque  p  ;  car  si  s  est  la  substitution  qui  déplace  a,  la  trans- 
formée de  s  par  la  substitution  t  du  groupe  transitii'  ([ui  rem- 
place a  par  p,  déplacera  p  ;  or  celle  transformée  est  une  substitu- 
tion du  sous-groupe,  puisque  celui-ci  est  un  sous-groupe  inva- 
riant. 

Supposons  qu'un  sous-groupe  invariant  d'un  groupe  transitif 
soit  intransitif  et  soient  a,  p,  y,  ...,  X  et  ai,  p^,  ...,  Xj  deux  des 
séries  d'indices  que  ce  sous-groupe  intransitif  échange  entre  eux  ; 
l'une  des  substitutions  de  ce  sous-groupe  renferme  par  exemple  le 
cycle  (x,  [^,  y)  ;  transformons-la  par  une  substitution  t  du  groupe 
transitif  donné  qui  remplace  a  par  aj.  La  substitution  transformée  ren- 
fermera un  cycle  de  la  forme  (ai,  p',  ^')  ;  or,  par  hypothèse,  cette 
substitution  appartient  au  groupe  intransitif,  et  les  substitutions  de 
ce  groupe  ne  peuvent  remplacer  aj  que  parles  indices  pi,  y,,  ...,  Xj  ; 
nous  pouvons  donc  supposer  que  l'on  a  p'  =  pt  et  y'  =  yi, 
c'est-à-dire  que  la  substitution  t  remplace  dans  a,  p,  y  respective- 
ment par  a,,  Pi,  Yi.  Considérons  maintenant  une  substitution  du 
groupe  intransitif  qui  échange  la  lettre  p  avec  d'autres  lettres  que 
a  et  Y,  par  exemple  avec  o,  on  verra  en  la  transformant  par  la 
substitution  /  que  cette  substitution  remplace  o  par  une  des  lettres 
•^1,  £i,  •••  1  '^1,  par  exemple  par  oj,  et  en  continuant  de  même  on 
verra  que  la  substitution  t  qui  remplace  a  par  a,  remplace  toutes 
les  lettres  a,  p,  y,  ...  ,  ^  par  les  lettres  ai,  ?i,  ...  ,  Xi.  Nous  en 
concluons  d'abord  que  le  nombre  des  lettres  de  ces  deux  séries  est 
le  même  ;  de  plus,  ce  raisonnement  s'étend  évidemment  au  cas  où 
il  y  a  plusieurs  systèmes 

«,   P,   T,    --..^^ 

«1,  Pi,  Ti,  ...,  ^H 


«/n     p/n 


tels  que  le  sous-groupe  intransitif  échange  seulement  entre  eux  les 
lettres  de  l'un  des  systèmes.  Nous  dirons  que  le  groupe  proposé  est 
imprimitif  et  que  ces  divers  systèmes  de  lettres  sont  les  systèmes 
d'imprimitivité  du  groupe  ;  on  voit  que  toute  substitution  t  de  ce 
groupe  ne  peut  produire  que  les  deux  eilets  suivants  :  permuter  en- 
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tre  eux  les  indices  de  chacun  des  systèmes  d'imprimitivité  et  per- 
muter ces  systèmes  entre  eux.  Réciproquement,  tout  groupe  tran- 
sitif et  imprimitif  admet  un  sous-groupe  invariant  intransitif  ;  c'est 
le  sous-groupe  formé  des  substitutions  qui  ne  permutent  pas  entre 
eux  les  divers  systèmes  d'imprimitivité  ;  il  peut  d'ailleurs  se  ré- 
duire à  la  substitution  identique.  C'est  même  ce  dernier  cas  qui  se 
présentera  nécessairement  lorsque  le  degré  du  groupe  est  un  nom- 
bre premier,  car  alors  les  divers  systèmes  d'imprimitivité  ne  peu- 
vent renfermer  qu'une  seule  lettre.  Donc  tout  sous-groujje  invariant 
d'un  groupe  transitif  de  degré  premier,  ou  bien  est  transitif,  ou  bien 
se  réduit  à  la  substitution  identique. 

84.  Nous  démontrerons  enlin  sur  les  groupes  transitifs  la  propo- 
sition importante  qui  suit  :  iordre  de  tout  groupe  transitif  est  un 
muUl/)le  de  son  degré. 

Soit  en  effet  G  un  groupe  transitif  de  degré  quelconque  m,  entre 
les  lettres  .Ti,  Xg,  ...,a7,„.  On  peut  partager  les  substitutions  de 
G  en  m  classes  en  rangeant  dans  la  /v'^'"'  classe  celles  qui  rempla- 
cent Xi  par  a'/,  (celles  de  la  première  classe  laissant  Xi  invariable). 
Il  existe  des  substitutions  dans  chaque  classe  ;  dans  les  m  —  1 
dernières,  parce  que  le  groupe  est  transitif;  dans  la  première, 
parce  que  la  substitution  identique  fait  partie  de  tout  groupe. 
D'autre  part  il  est  clair  que  si  Sjc  désigne  une  substitution  déterminée 
de  la  k^^'''^  classe,  on  obtient  toutes  les  substitutions  de  la  première 
classe,  et  chacune  une  fois  seulement,  en  multipliant  par  sj^ 
toutes  les  substitutions  de  la  k''"^'^  classe.  Il  en  résulte  que  chaque 
classe  renferme  le  même  nombre  de  substitutions  ;  si  on  désigne  ce 
nombre  par  [x,  le  groupe  renferme  mix  substitutions  ;  son  ordre  est 
donc  un  multiple  de  son  degré  m. 

85.  Les  groupes  les  plus  simples  sont  les  groupes  formés  d'une 
substitution  circulaire  et  de  ses  puissances  ;  dans  le  cas  où  la 
substitution  circulaire  déplace  p  indices,  ils  sont  de  degré  et 
d'ordre  égal  à  p  ;  leur  structure  est  intuitive.  D'ailleurs  dans  le 
cas  où  j)  n'est  pas  un  nombre  premier,  ces  groupes  sont  com- 
posés et  sont  des  produits  de  groupes  de  même  nature  ayant  pour 
ordre  et  degré  les  divers  facteurs  premiers  de  p.  Nous  pouvons  donc, 
au  point  de  vue  qui  nous  intéresse,  considérer  seulement  les  grou- 
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pes  de  substitutions  circulaires  déplaçant  un  nombre  premier  de 
lettres.  D'ailleurs  tout  groupe  dont  Tordre  est  un  nombre  premier 
est  un  groupe  de  cette  nature,  car  il  est  clair  que  Tordre  d'un  groupe 
est  un  multiple  de  Tordre  de  tous  les  cycles  qui  figurent  dans  les 
substitutions  du  groupe  ;  donc  si  un  groupe  est  d'ordre  premier  p, 
ces  substitutions  ne  renferment  que  des  cycles  d'ordre /?  ;  elles  peu- 
vent d'ailleurs  en  renfermer  plusieurs  si  le  groupe  n'est  pas  sup- 
posé transitif. 

Nous  verrons  bientôt  que  le  groupe  simple  d'ordre  le  moins 
élevé  et  non  cyclique  est  d'ordre  GO  ;  c'est  le  groupe  de  l'ico- 
saèdre,  dont  nous  dirons  quelques  mots  plus  loin  ;  son  étude  est 
d'ailleurs  assez  compliquée.  On  comprend  dès  lors  l'intérêt  particu- 
lier qui  s'attache  aux  groupes  cycliques  et  l'importance  que  pré- 
sente la  question  de  savoir  à  quelles  conditions  un  groupe  peut  être 
décomposé  en  produit  de  groupes  cycliques.  INous  disons  qu'un  tel 
groupe  est  résoluble  et  ({uc  l'équation  correspondante  est  réso- 
luble ;  il  est  clair  en  elfet  que  lorsque  cette  décomposition  est  eiï'cc- 
tuée,  la  nature  de  l'indétermination  des  divers  symboles  délinis  par 
l'équation  saute  aux  yeux  d'une  manière  immédiate. 

Nous  allons  d'abord  étudier  la  question  et  la  résoudre  d'une  façon 
complète  pour  les  groupes  de  degré  premier.  11  est  clair  que  pour 
([u  un  groupe  soit  résoluble,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  tous 
ses  facteurs  de  composition  soient  des  nombres  premiers  ;  or  si  on 
a  un  groupe  transitif  de  degré  premier  p,  tous  ses  sous-groupes  in- 
variants sont  transitifs  et  ont  par  suite  pour  ordre  un  multiple  de 
j)]  donc  le  dernier  des  groupes  de  la  série  de  composition  a  pour 
ordre  un  multiple  de  p  ;  cet  ordre  est  d'ailleurs  le  facteur  de  compo- 
sition correspondant  (puisque  la  série  de  composition  se  termine  par 
la  substitution  identique)  ;  donc  ce  derniergroupcde  M  série  de  com- 
position est  d'ordre  p  ;  comme  il  est  transitif  c'est  un  groupe 
cyclique  d'ordre   p. 

Le  problème  se  trouve  donc  ramené  au  suivant  :  Déterminer  tous 
les  groupes  de  degré  p  dont  la  série  de  composition  se  termine  par 
une  substitution  circulaire  d'ordre   p. 

Pour  résoudre  ce  problème  il  est  commode  d'inlroduire  une 
notion  nouvelle  et  qui  acquiert  en  arithmétique  une  grande  impor- 
tance, celle  de  la  représentation  analytique  des  substitutions. 
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86.  Considérons  p  lettres  Xx^  x^,  ...,  x^,  (nous  ne  supposons  pas 
d'abord  que  p  soit  un  nombre  premier  ;  cette  hypothèse  sera  intro- 
duite tout  à  l'heure),  et  soit 

X\       X ç,        .  .  .       Xp 
X  •!_       X^        .  ,  .        X-^ 

une  substitution  de  ces  p  lettres,  les  lettres  a,  p,  ...,  X  ne  repré- 
sentent pas  autre  chose  que  les  nombres  1,  2,  ...,  p  pris  dans 
un  ordre  différent.  Nous  savons  construire  une  fonction  *(«),  de 
degré  au  plus  égal  à  /;  —  1,  quiprendpour  s  =  l, 2,  ...,/)  les 
valeurs     a,  p,  ...,  X  ;      si  l'on  pose  en  effet 

l'on  a 

io{z)  ,  {3cp(z) 


<Hz)  = 


{z-i)o'{i)  (z-2)cp'(2) 
Les  coefficients  de  cette  fonction  ne  sont  pas  nécessairement  entiers; 
on  peut,  à  l'aide  d'une  convention  simple  et  naturelle,  s'arran- 
ger pour  qu'ils  le  soient.  Les  indices  que  nous  considérons  ne 
peuvent  prendre  que  les  valeurs  1,  2,  ...,p  ;  les  autres  valeurs 
n'ayant  pas  de  sens,  nous  sommes  libres  de  leur  donner  tel  sens 
qu'il  nous  plaira  et  de  convenir,  par  exemple,  que  deux  indices 
congrus  suivant  le  module  p  seront  considérés  comme  équivalents. 
Dès  lors  nous  pouvons,  à  l'expression  analytique  *ï»(s),  qui  repré- 
sente des  indices,  ajouter  ou  retrancher  un  multiple  de  p  et  il  est 
facile  de  voir,  d'après  les  remarques  faites  dans  la  théorie  élémen- 
taire des  congruences,  qu'on  peut  ainsi  s'arranger  de  manière  que 
tous  les  coeflicients  soient  divisibles  par  p.  D'ailleurs  la  simplifi- 
cation peut  se  faire  d'une  manière  immédiate,  dans  le  cas  où  p  est 
premier,  en  utilisant  le  théorème  de  Fermât  et  les  propositions 
établies  sur  le  calcul  des  fractions  (mod.  p). 
On  a  en  effet 

o{z)  ~  zi'  -  z  (mod.  p), 

et  par  suite 

o'[z)  ^  —  1  (mod.  p). 

d'où  Ton  conclut 

a  f^  X 


<t>{z)  =  o{z) 


(mod.  p), 


-i       z  — 2  z—p. 

Le  polynôme  ^z)  est  de  degré    p  —  i     en  z]  calculons  le  coef- 
ficient de  zi'~^  :  c'est  évidemment 

a4-S-H---  +  X  =  l-i-2H hp  ^ll^/Lnil; 
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p  étant  un  nombre  premier  impair,  ce  nombre  est  divisible  par  p  ; 
*l»(3)  est  donc  congru  (mod.  p)  à  un  polynôme  de  degré  p  —  2  au 
plus.  C'est  là  une  propriété  très  importante  des  polynômes  à  coeffi- 
cients entiers  qui  peuvent  représenter  des  substitutions  ;  mais  cette 
propriété  ne  suffit  pas  à  les  caractériser.  M.  Ilermite  a  démontré 
une  proposition  plus  complète  :  considérons  une  fonction  *(z)  et 
ses  p  —  2  premières  puissances  ;  ce  sont  des  polynômes  en  ;: 
dont  nous  pouvons  abaisser  le  degré  au-dessous  de  jj   à  l'aide  de 

la  congrue nce  identique 

z^'  ^  z  (mod.  j)). 

Soient  cpi(z),  cp.(s),  ...,^^,_^[z)  les  polynômes  de  degré  p — 1 
ainsi  obtenus.  Le  théorème  de  M.  Hermite  est  le  suivant  :  Pour 
que  *(z)  représente  une  substitution,  il  faut  et  il  suffit  que  dans  chacun 
des  polynômes  oi,  o,,  .  .  ,  o^,_2,  le  coefficient  de  z^'~'^  soit  congru  à 
zéro  (mod.  p). 

Soit  en  effet 

cp,,(3)  =  [43(2)]-  =  A,„  +  B,,z  +  Cnz'  4-  •  •  •  +  UnZ^'"'     (mod.  p)  ; 

donnons  à  z  les  valeurs  successives  1,2,  ...,p  et  ajoutons  les 
relations  obtenues  ;  on  aura 

i:[^{z)Y'=pK-^l^m^'^-^On,^z'-i-----hU,^zP-'    (mod.  p). 

Mais  les  sommes  ^z'  =  i^  +  2'  +  .  • .  -^p'  sont  toutes  con- 
grues à  zéro  (mod.  jï)  tant  que  i  est  inférieur  à  p  —  i.  Pour 
i  =  p  —i^  on  a  Sz'*-^  =p  —  i  (mod.  p),  car  pour  z  diflerent 
de  p  on  a    z^'-^  =  1  (mod.  ;:»)     et  pour    z  =  p,      z^'-^  =  0. 

11  reste  alors 

S [<!>(:;)]"'  -=  {p  —  i)U,  (mod.  p). 

D'autre  part,  d'après  l'hypothcse  faite  sur  'l'(z)  les  termes  de 
2[1'(z)]"'    sont,  à  l'ordre  près,  ceux  de  la  suite   ^s"',   donc 

S[^(z)j'"  =  0'  (mod.  p). 

On  peut  donc  en  conclure     L„,  =  0  (mod.  7^) 
pour  m  =  0,  1,2,  ...,(p-2). 

Réciproquement,  si  les  coefficients    Lq,  Li,  .  . .,  L/,_2    sont  congrus 
à  zéro  suivant  le  module  p,    les  expressions 

le  seront  également. 
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La  congruencG  qui  aura  pour  racines  *(1),  *(2),  . . . ,  *(p)  aura 
donc  tous  ses  termes  nuls  (mod.  p)  sauf  le  premier,  et  se  réduira  à 

Z^^  — aZ  =  0  (mod.  p). 

Mais  les  racines  de  cette  congruence  satisfont  aussi  d'après  le 
théorème  de  Fermât  à  la  congruence 

Z?'— Z  =  0  (mod.  p) 

et  par  suite  à  la  congruence 

(a  — 1)Z=0  (mod. /9) 

Le  nombre  a  ne  peut  différer  de  Funité,  sans  quoi  le  polynôme 
*(s)  de  degré  (jo  —  2)  s'annulerait  suivant  le  module  p  pour  les 
;j  valeurs    1,2,  ...,p.    Donc     a  =  1     et  les  quantités 

*(1),  <ï>(2),  ...,^\ip) 

sont  respectivement  congrues  aux  nombres  1,2,  . . . ,  p. 

A  Taide  de  ce  théorème ,  on  peut  trouver  aisément  les  fonc- 
tions *(5)  propres  à  représenter  une  substitution  ;  on  facilite  cette 
recherche  en  remarquant  que  si  ^z)  représente  une  substitution,  il 
en  est  de  même  de 

4>(az  +  ô)  H-  c, 

a,  ^,  c  étant  des  constantes  ;  ceci  permet  de  simplifier  la  forme  des 
fonctions  cherchées  *(s),  en  profitant  des  arbitraires  a,  b,  c  ;  on  les 
rétablira  ensuite  pour  avoir  la  solution  générale.  Mais  nous  ne  vou- 
lons pas  traiter  cette  question  intéressante  et  encore  incomplèlemcnt 
étudiée  ;  pour  plus  de  détails  à  ce  sujet,  nous  renverrons  au  mé- 
moire de  M.  Hermite  [Annales  de  Tortolini). 

87.  Il  est  facile  d'exprimer  analytiquement  qu'un  groupe,  formé 
des  substitutions  oi{z)  [i=rl,2,  .  .  . ,  r]  reste  invariant  par  une 
substitution  f\z)  ;  il  est  clair  que  l'on  doit  avoir  identiquement 

f-y^iz)]  =  cp,[/-{.)]  (mod.  p), 

i  étant  un  indice  quelconque  et  k  dépendant  de  i.  Proposons-nous 
de  chercher  tout  d'abord  un  groupe  admettant  comme  sous-groupe 
invariant  le  groupe  G  formé  des  puissances  d'une  substitution  cir- 
culaire d'ordre  p.  Si  on  écrit  cette  substitution 

elle  est  représentée  analytiquement  par  la  fonction     s -h  1,      ou, 
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suivant  un  usage  assez  général,  par  la  notation 

(M^  +  1). 
Ses  puissances  successives  sont 

(^h  +  1), 


{z\z-^p-i). 

11  s'agit  de  trouver  dans  quel  groupe  H  ce  groupe  G  peut  être 
invariant  ;  soit  f{z)  une  substitution  du  groupe  H  ;  on  doit  avoir, 
d'après  une  remarque  faite  plus  haut, 

/(c-4-l)  =  ^«  +  «, 

a  ne  dépendant  pas  de    z  ;    en  changeant  successivement    z    en 

2  4_  1^     Z -+- 2,     ..,,     z -{- X,     on  obtient 

f{z  H-  2)  ==  f{z  -i-  1)  +  a  =  f{z)  +  2a, 


f(z  +  .!•)  =  f\z  +  X  —  1)  -h  a  =  f{z)  4-  œa  ; 
d'où,  en  faisant    z  =  0,     f(0)  =  h  : 

f\x)  =  ax-hO. 
Le  groupe  H  ne  peut  donc  renfermer  que  des  substitutions  de  la 

forme 

{z  \az-^b), 

c'cst-ù-dire  des  substitutions  linéaires.  Supposons  a  différent  de 
l'unité,  de  manière  à  avoir  des  substitutions  dillérentes  de  celles 
dont  nous  sommes  partis  ;  il  est  aisé  de  déterminer  l'ordre  d'une 
substitution  de  cette  forme,  c'est-à-dire  l'exposant  de'  la  première 
puissance  de  cette  substitution  qui  se  réduit  à  la  substitution  iden- 
tique. Soit  en  effet 

s  =  (:;  I  az-\-b); 
on  a  .       , 

^'^  =:  (^  I  a{az -^  b) -i- b)  =  (z  \  a'z-hab-hb). 

De  même 

s"  =  {z  I  a''z  -h  ar-^^b  H-  a'^'^b  H \-ab-\-b). 

Pour  que  s"  se  réduise  à  la  substitution  identique,  il  faut  et  il  sulïit 
que  l'on  ait 
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a"  ^  1  (mod.  p), 

^(«"-^  4- a"~2  H hcr,-t-l)  =  0  (mod.  p). 

Si,  comme  nous  le  supposons,  a  est  différent  de  1,  la  première 
congruence  entraine  la  seconde  et  Ton  voit  que  la  valeur  cherchée 
de  n  est  Fexposant  auquel  appartient  a  relativement  au  nombre 
premier  p.  L'ordre  des  substitutions  dans  lesquelles  a  diffère  de 
Tunité  est  donc  inférieur  à  p. 

Il  est  maintenant  facile  de  continuer,  c'est-à-dire  de  rechercher 
dans  quel  groupe  H'  le  groupe  H  peut  être  invariant  ;  soit  a 
une  substitution  de  H' ,  la  transformée  par  a  d'une  substitution 
d'ordre  p  de  H  est  encore  d'ordre  ;;  et  de  plus  appartient  à  H, 
puisque  H  est  invariant  ;  mais  nous  venons  de  voir  que  les  seules 
substitutions  d'ordre  p  de  H  sont  les  substitutions  de  G  ;  donc  G 
est  invariant  dans  H'  (*).  Donc  H'  ne  renferme  que  des  substitu- 
tions linéaires.  Le  groupe  d'une  équation  résoluble  de  degré  jjre- 
mier  se  compose  donc  exclusivement  de  substitutions  linéaires. 

88.  Nous  allons  démontrer  la  réciproque,  en  faisant  voir  que  les 
facteurs  de  composition  d'un  tel  groupe  sont  nécessairement  pre- 
miers. Il  est  clair  d'abord  que  toutes  les  substitutions  linéaires 
[z  \  oiz  -\-  P)  forment  un  groupe  et  que  l'ordre  do  ce  groupe  est 
p)[p  —  1),  puisque  l'on  peut  donner  à  a  et  p  toutes  les  valeurs 
incongrues  (mod.  p)  sous  la  réserve  que  a  est  différent  de  zéro 
(mod.  p). 

Désignons  par  g  une  racine  primitive  (mod.  p)  et  par  s  et  t  les 
deux  substitutions,  d'ordres  p  et    p  —  1, 

[z\z~^i),  [s) 

{z  I  gz).  (0 

Il  est  aisé  de  voir  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  peuvent 
se  mettre  d'une  manière  et  d'une  seule  sous  la  forme,  s^'t'',  dans  la- 
quelle on  donne  h  a  p  valeurs  incongrues  (mod.  p)  et  à  6,  p  —  1 
valeurs  incongrues  (mod.  p  —  1).  On  voit  ainsi  une  fois  de  plus 
que  le  groupe  se  compose  de    p{p  —  1)     substitutions  distinctes. 


(*)  Remarquons  en  passant  que  dans  une  série  de  comijosition  quelconque,  cha- 
que groupe  est  par  définition  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  mais  non  de 
tous  les  précédents. 
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Pour  connaître  complètement  la  structure  du  groupe,  il  nous  reste 
à  savoir  comment  ces  substitutions  se  composent  entre  elles. 
Il  suffit,  pour  cet  objet,  de  vérifier  Tidentité 

En  effet,  s"  remplace  z  par     s  4-  a,     et  /''   remplace     z  -+-  a     par 
g\z-\-a);     le  produit    sH^'  remplace  donc   z    par     (fz-\-ag^'\      on 
voit  de  suite  que  ih"'-'''  produit  le  même  effet. 
Inversement,  Ton  a 


iboo    _    .aJ'-^-f'., 


puisque  ff~^  =  i  (mod.  p). 

11  est  maintenant  facile  de  mettre  sous  la  forme  s"û'  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  substitutions  données  sous  cette  forme  ; 
l'on  a  immédiatement 

Le  point  capital  à  retenir,  point  d'ailleurs  à  peu  près  évident  n  joriori, 
c'est  que  l'exposant  de  t  dans  le  produit  est  égal  à  la  somme  des 
exposants  de  t  dans  les  facteurs  ;  il  en  résulte  que,  si  dans  un  pro- 
duit d'un  nombre  quelconque  de  substitutions  on  change  l'ordre 
des  facteurs,  l'exposant  de  s  peut  seul  être  modifié  dans  le  produit  ; 
celui  de  /  reste  invariable.  Donc  u  ai  v  désignant  deux  substitu- 
tions quelconques  du  groupe  G,  on  a,   k  étant  un  entier  déterminé, 

ce  qui  peut  s'écrire 

uvir^  =  s''v. 

Donc,  lout  sous-groupe  dont  fait  partie  la  substitution  s  est  inva- 
riant dans  le  groupe  G  (et  par  suite  n  forllori  dans  tous  les  sous- 
groupes  de  G  qui  le  renferment)  ;  car  v  étant  une  substitution  de 
ce  sous-groupe,  la  transformée  s''u  de  v  par  une  substitution  quel- 
conque u  de  G  en  fait  aussi  partie. 

Il  suffit  donc,  pour  montrer  que  les  facteurs  de  composition  de  G 
(et  aussi  de  tout  sous-groupe  de  G  renfermant  s)  sont  des  nombres 
premiers,  de  constater  que  tout  sous-groupe  de  G  renfermant  s 
admet  un  sous-groupe  d'indice  premier  (renfermant  aussi  s).  Les 
sous-groupes  que  nous  considérons  renfermant  tous  la  substitu- 
tion s  peuvent  être  classés  d'après  les  exposants  que  peut  avoir  la 
substitution  t  dans  leurs  diverses  substitutions.  Il  est  clair  que  si 
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un  groupe  renferme  la  substitution  t",  il  renferme  toutes  les  substi- 
tulions  de  la  forme  V^"-  ;  le  nombre  de  celles  de  ces  substitutions 
qui  sont  distinctes  est  évidemment  égal  au  quotient  de  jo  —  1  par 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  et  de  p  —  1  ;  on  en  conclut 
qu'à  tout  diviseur  c?  de  p  —  \  ip  —  1  =  md)  correspond  un  sous- 
groupe  de  G  d'ordre  ?np,   formé  des  substitutions 

i'\  t^'\  . . . ,  ^'"^  =  1 

et  de  leurs  produits  par  les  diverses  puissances  de  s.  D'ailleurs  il 
est  clair  que  si  d'  est  un  diviseur  de  d^  le  sous-groupe  correspon- 
dant à  d'  renferme  le  sous-groupe  correspondant  à  d.  On  en  conclut 
que  les  facteurs  de  composition  de  G  sont  les  facteurs  premiers  de 
jj  —  1     dans  un  ordre  arbitraire^  et  le  nombre  jj  (*). 

Donc,  pour  qu^une  équation  irréductible  de  degré  premier  soit  réso- 
luble, il  faut  et  il  suffit  que  son  groupe  ne  renferme  que  des  substitu- 
tions de  la  forme 

(s  I  az  +  p). 

Ces  équations  sont  dites  équations  métacycliques  ou  équations 
de  Galois. 

89.  L'étude  des  équations  de  degré  composé  est  beaucoup  plus 
difficile ,  car  la  représentation  analytique  des  substitutions,  qui 
nous  a  été  si  utile,  devient  moins  simple  ;  on  est  en  effet  obligé, 
dans  le  cas  le  plus  simple  où  le  degré  de  l'équation  est  une  puis- 
sance p""  d'un  nombre  premier,  soit  de  prendre  pour  indices  les  p'" 
valeurs  incongrues  d'une  imaginaire  de  Galois,  racine  primitive  de 
la  congruence 

i^'''  ^  i  (mod.  p), 

soit  d'affecter  chaque  racine  de  v  indices,  dont  chacun  prend  p  va- 
leurs incongrues  (mod.  pt).  C'est  encore  plus  compliqué  lorsque  le 
degré  n'est  pas  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Aussi  n'entre- 
rons-nous pas  dans  cette  étude,  nous  contentant  de  renvoyer  aux 


(*)  Remarquons  que,  si  Ton  a  dépiontré  que  le  passage  d'une  série  de  compo- 
sition à  une  autre  permutait  les  facteurs  de  composition,  on  n'a  nullement 
prouvé  que  toute  permutation  de  ces  facteurs  pouvait  être  ainsi  obtenue,  ce 
qui  n'est  d'ailleurs  pas  exact  ;  nous  signalons  ici  l'arbitraire  qui  subsiste  dans 
leur  ordre,  dans  le  cas  particulier  considéré. 


312  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE 

savantes  recherches  de  M.Jordan  (*).  Nous  démontrerons  seulement 
le  théorème  qui  a  servi  de  base  à  ces  recherches  et  qui  est  dû  à 
Galois  ;  ce  théorème  met  d'ailleurs  en  évidence  la  constitution  du 
groupe  d'une  équation  résoluble,  aussi  tenons-nous  à  le  donner: 

Pour  qu'une  équation  soit  résoluhhy  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse 
dériver  son  groupe  G  d\ine  échelle  de  substitutions  i,  a,  b,  .  .  .,  /  telles 
que  :  1°  le  groupe  dérivé  d'un  nombre  quelconque  des  jjreinièi^es 
1,  a,  b^  ...,h  soit  un  sous-groupe  invariant  de  G  ;  2°  la  première  puis- 
sance de  chacune  des  autres  k.  .  .1  qui  soit  contenue  dans  ce  sous- 
groiipe  soit  de  degré  premier. 

Soit  N  Tordre  du  groupe  G  de  l'équation  ;  désignons  par 
G,  H,  I...M,  1  une  suite  de  composition  de  G  et  soient  X,  [ji,  ...,  p  les 
facteurs  de  composition,  qui  sont  ici  des  nombres  premiers.  Soient 
/il,  7^2,  ..  .,  hi  les  substitutions  de  H,  g  une  substitution  de  G  ne 
faisant  pas  partie  de  H,  g""  la  première  puissance  de  g  qui  appar- 
tienne à  H.  Le  groupe   Gi  dérivé  de  la  combinaison  de   g  avec  H 

N 
aura  évidemment  a  .  —   substitutions   distinctes ,   puisque   l'ordre 

A 

N 
de  n  est  Y  '   ^^is  Gi  est  contenu  dans  G,  donc  l'ordre  de  G,  doit 

diviser  l'ordre  N  de  G,  ce  qui  exige,  puisque  X  est  premier,     a  =  X. 

Donc  G  résulte  de  la  combinaison  de  H,  sous-groupe  invariant 
de  G,  avec  7,  et  la  première  puissance  de  g  contenue  dans  H  est 
d'ordre  premier  X. 

On  voit  de  môme  que  H  résulte  de  la  combinaison  d'un  de  ses 
sous-groupes  invariants  I  avec  une  substitution  /",  telle  que  la  pre- 
mière puissance  de  f  contenue  dans  I  soit  d'ordre  premier  p, 
etc. . . 

Réciproquement,  si  G  résulte  de  la  combinaison  des  substitutions 
1,  a,6,  .  .,  /  vérifiant  les  conditions  énoncées  au  théorème,  on  aura 
une  suite  de  groupes,  d'ordres 

N,  -,  -,   ...  , 

A       A  [x 

X,  (Ji,  ...  étant  premiers  et  chacun  de  ces  groupes  élant  un  sous-groupe 
invariant  du  précédent  ;  X,  jji,  .  .  .  sont  donc  les  facteurs  de  compo- 
sition de  G,  et  comme  ils  sont  premiers,  l'équation  correspondante 
sera  résoluble. 

(*)  Traité  des  Substitutions. 
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90.  Nous  allons  examiner  ici  le  cas  où  le  groupe  de  Téqua- 
tion  donnée  est  le  groupe  symétrique,  c'est-à-dire  où  Téquation 
proposée  est  générale  :  nous  allons  chercher  à  déterminer  la  suite 
de  composition  du  groupe  symétrique  ;  nous  trouverons  ainsi  à 
quelle  condition  l'équation  générale  est  résoluble. 

Considérons  donc  le  groupe  symétrique  Gn-  et  désignons  par  H 
un  sous-groupe  invariant  de  G»,.  D'après  la  définition  même  d'un 
sous-groupe  invariant,  si  le  groupe  H  contient  une  substitution  h, 
il  contient  également  les  transformées  de  h  par  les  substitutions 
de  Gn!,  c'est-à-dire  toutes  les  substitutions  semblables  à  h. 

Soit  alors  h  une  substitution  de  H  ;  ou  bien  elle  renferme  des 
cycles  de  plus  de  deux  lettres,  ou  elle  ne  renferme  que  des  cycles 
de  deux  lettres.  Plaçons-nous  dans  le  premier  cas  et  mettons  en 
évidence  l'un  des  cycles  de  plus  de  deux  lettres  en  écrivant 

h  ==  (a^agag ) . /i', 

h'   étant  une  substitution  des  lettres  qui  ne  figurent  pas  dans  ce 
cycle. 

Soient  maintenant  pi,  %,  pa  troislettres  quelconques;  considérons 
les  deux  substitutions 

k,  =^mih^ ).^, 

h  =  {hUc( ).K 

qu'on  obtient  en  mettant  d'une  part  au  lieu  de  àj,  a,,  ag  les  trois 
lettres  pa,  Pi,  %  ou  %,  pa,  Pi,  et  d'autre  part  en  remplaçant  dans 
h  toutes  les  autres  lettres  d'une  manière  quelconque,  la  môme 
pour  ki  et  ^2.  Ces  deux  substitutions  h  et  k^  sont  par  construc- 
tion semblables  à  h  ;  elles  apparliennent  donc  à  H  et  il  en  est  de 
môme  du  produit  k2.k~'^  qui  se  réduit  visiblement  à  la  substitution 
circulaire  (pipgpa). 

Le  groupe  H  contient  donc  une  substitution  circulaire  quelconque 
de  trois  lettres. 

Plaçons-nous  ensuite  dans  le  second  cas  où  tous  les  cycles  de  h 
sont  de  deux  lettres  (ou  transpositions)  et  supposons  que  n  soit  supé- 
rieur à  quatre. 

D'abord  on  doit  supposer  que  h  contient  plus  d'un  cycle,  car  si  h 
contient  une  transposition,  il  les  contiendra  toutes  et  par  suite  sera 
identique  à  G»,. 

Soit  donc     h  =  {^i'^2){Pih).h',     en  mettant  en  évidence  deux  trans- 
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positions;  désignons  par   y,,  y,,  73,  T,   quatre  lettres  quelconques  et 
considérons  les  deux  substitutions 

^1  =  (yiT2)(T3T;)   ^% 
h  =(TiT3)(T-2Tv)-^% 
déduites  de  h  comme  il  a  été  dit  précédemment.  Le  groupe  H  con- 
tient /m  et  /.'2,  donc  aussi     kjij^  =  (yiv-JCtoTs). 
Il  contient  donc  également  la  substitution 

Yj;  étant  une  cinquième  lettre  arbitraire,  et  par  suite  le  produit 

kikpk,  -  (tiï;T,), 
c'est-à-dire  comme  précédemment  une  substitution  circulaire  de 
trois  lettres  quelconques.  Nous  pouvons  donc  affirmer  que,  dans 
tous  les  cas,  n  étant  supérieur  à  4  :  Tout  sous-groupe  invariant  du 
groupe  symétrique  contient  toutes  les  substitutions  circulaires  de  trois 
lettres. 

91.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  rechercher  quels  groupes  peu- 
vent renfermer  toutes  les  substitutions  circulaires  de  trois  lettres  ; 
ce  qui  précède  montre  qu'ils  renferment  aussi  le  produit  de  deux 
transpositions  quelconques  [on  a  :  (x^x^^x^)  (XiX^x,^)  =  {xix,^)  {XiX;^)]  ; 
ils  renferment  donc  toutes  les  substitutions  qui  sont  le  produit  d'un 
nombre  pair  de  transpositions.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que  toute 
substitution  peut  être  décomposée  en  un  produit  de  transpositions 
(pouvant  avoir  des  lettres  communes)  ;  cette  décomposition  est 
d'ailleurs  possible  d'une  infinité  de  manières,  mais  la  parité  du 
nombre  de  transpositions  est  invariable  :  on  peut  le  montrer  de  bien 
des  manières  (*).  Considérons,  par  exemple,  la  fonctiovi  déjà  étudiée 

0   r=   (a*!  —  a?2)(a?i  —  X-i)    ...    [Xi  —  Xjt) 
[X^  —  0:3)    ...    {X2 X,i) 


\Xn—l         Xjij  . 

Il  est  facile  de  voir  que  l'effet  d'une  transposition  est  de  changer 


(*)  Une  démonstration  est  basée  sur  la  division  des  permutations  en  deux  classes, 
que  Ton  effectue  dans  la  théorie  élémentaire  des  déterminants 
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le  signe  de  8;  donc  une  substitution  se  compose  d'un  nombre  pair 
ou  impair  de  transpositions  suivant  qu'elle  laisse    o   invariant  ou 

qu'elle  change  son  signe.  On  reconnaît  anisiqu  il  y  a  -  substitutions 

qui  se  composent  d'un  nombre  pair  de  transpositions;  elles  forment 
un  groupe  dont  5  est  un  invariant  caractéristique  ;  ce  groupe  a 
été  nommé  groupe  alterné  et  ses  invariants  caractéristiques  sont 
appelés  fonctions  alternées.  Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  : 
Le  seul  sous-growpe  invariant  du  groupe  symétrique  est  le  groupe 
alterné  ;  son  indice  est  égal  à  deux. 

92.  Nous  connaissons  déjà  le  premier  terme  de  la  suite  des  groupes 
que  nous  cherchons  à  former,  il  s'agit  maintenant  de  rechercher 
les  sous-groupes  invariants  du  groupe  alterné.  Ceci  va  être  très 
facile  en  appliquant  un  procédé  analogue  à  celui  qui  nous  a  conduit 
au  premier  résultat. 

Soit    H    un  sous -groupe   invariant  de    (jn\  ;  d'abord  H  comme 

G„,   ne  pourra  renfermer  que  des  substitutions  paires.  Parmi  toutes 

2 

ses  substitutions,  considérons-en  une   de  celles  qui   modifient  le 

moins  de  lettres  et  décomposons-la  en  cycles  ;  dans  aucun  cycle  il 

ne  pourra  y  avoir  plus  de  trois  lettres. 

Si  on  avait  en  effet    h  —  (ajagXja,  . . .).  h' ,    la  transformée  de  h 

par  la  substitution  (agagaj  qui  appartient  à  G„,   appartiendrait  aussi 

T 
à  H. 

Soit  k  cette  nouvelle  substitution  :  k=  (ajaaa^aa  ..).  h'-,  le 
produit  h~^k  =  («â^aai  . . .)  ...  appartient  encore  à  H  ;  or  il  ne 
renferme  plus  ni  a,  ni  les  lettres  de  h\  c'est-à-dire  modifie  moins 
de  lettres  que  h,  contrairement  à  l'hypothèse.  Donc  il  est  nécessaire 
que  h  soit  composée  de  cycles  d'au  plus  trois  lettres. 

Gomme  la  substitution  h  est  paire,  elle  renfermera  un  nombre 
quelconque  de  substitutions  circulaires  de  trois  lettres  et  un  nom- 
bre pair  de  transpositions.  On  peut  d'abord  y  supposer  les  trans- 
positions disparues,  car  elles  n'existent  plus  dans  h^  qui  contien- 
drait moins  de  lettres  que  A,  et  qui,  si  h  renferme  une  ou  plusieurs 
substitutions  circulaires,  ne  se  réduit  pas  à  la  substitution  iden- 
tique. 

On  a  donc  simplement  à  examiner  le  cas  où  h  se  compose  d'un 
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nombre  pair  de  transpositions  et  celui  où  cette  substitution  con- 
siste en  permutations  circulaires  de  trois  lettres. 
Soit  dans  le  premier  cas 

transformons  h  par  la  substitution  (a^aaP,)  qui  appartient  au 
groupe  alterné;  nous  obtenons  la  substitution  k  : 

qui  appartient  aussi  à  H  ;  il  en  est  donc  de  même  du  produit  fr^h, 
c'est-à-dire  de  (aip,)  (aj^o).  Donc  la  substitution  h  ne  doit  contenir 
que  deux  transpositions  et  il  est  alors  évident  qu'en  la  transfor- 
mant par  toutes  les  substitutions  de  môme  forme,  qui  se  trouvent 

en  effet  dans  G^,   on  obtiendra  toutes  les  substitutions  formées  de 

T 
deux  transpositions.  Le  groupe   JI  qui  doit  les  contenir  toutes  est 

donc  identique  avec  le  groupe  alterné. 

Soit  de  même,  dans  le  second  cas, 

en  supposant  que  h  contienne  au  moins  deux  substitutions  circu- 
laires de  trois  lettres.  Transformons  h  par  la  substitution  («laoPi); 
nous  obtenons 

qui  appartient  à  H  ainsi  que     kh  =  (^iPipaagpg).  h'^. 

Mais  cette  dernière  substitution  contient  une  lettre  a^  en  moins 
que  A,  donc  il  est  nécessaire  que  h  ne  contienne  qu'une  substitu- 
tion circulaire  de  trois  lettres. 

Soit  donc  h  =  (ai^oX))  et  j^j,  f^a,  p3  trois  lettres  quelconques; 
on  peut  transformer  à  Taide  d'une  substitution  du  groupe  alterné  h 
en    (pipgpa).     Il  suffit  en  effet  de  transformer  par  la  sjibstitution 

Y  différant  de  a^,  a,,  a;^,  p^,  pour  obtenir^  (pj^aX,)  à  laquelle  on  appli- 
querait un  procédé  analogue.  Donc  le  groupe  H  contient  toutes  les 
substitutions  circulaires  de  trois  lettres,  c'est-à-dire  se  confond 
avec  le  groupe  alterné. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que  le  groupe  alterné  ne  possède 
pas  de  sous-groupe  invariant  ;  en  d'autres  termes  :  Le  r/roupe  alterné 
est  simple. 

Il  résulte   immédiatement  de  là  que  la  suite  de  composition  du 


GROUPES    RESOLUBLES  317 

groupe  symétrique  de  plus  de  quatre  lettres  est  formée  du  groupe 
symétrique,  du  groupe  alterné  et  de  la  substitution  identique. 

Le  groupe  alterné  est  d'indice  premier  2  dans  le  groupe  symétri- 
que ;   mais   comme  l'indice   de   la  substitution   identique  dans  le 

ni 
groupe  alterné  est  —  et  que  ce  nombre  est  composé,  on  peut  dire 

que  : 

L équation  générale  d'ordre  n  7i'est  pas  résoluble  lorsque  n  est  supé- 
rieur à  4. 

Il  est  facile  de  vérifier  d'ailleurs  que  pour  n  <  4  le  groupe  sy- 
métrique a  des  facteurs  de  composition  premiers  ;  pour  n  =  4 
on  peut  choisir  les  groupes  suivants  pour  la  série  de  composition  : 

1°  le  groupe  symétrique,  d'ordre  24  ; 

2"  le  groupe  alterné,  d'ordre  12  et  par  suite  d'indice  2  ; 

3°  le  groupe  H  formé  des  substitutions 

1,        (•A-3?2;(-T;î-X*J,        {x,X;)[x.2X,),        {x^X,Xx2X-i), 

et  par  suite  d'ordre  4  et  d'indice  3  dans  le  précédent; 
4"  le  groupe  H^  formé  des  substitutions 

1,         {x,x^)[x-iX,), 

d'ordre  2  et  d'indice  2  dans  le  précédent  ; 
5°  la  substitution  identique,  d'indice  2  dans  Hi. 

93.  On  voit  que  le  groupe  simple  qui  s'offre  immédiatement  à  nous, 
après  les  groupes  cycliques,  est  le  groupe  alterné  de  5  lettres;   il 

1.2.3.4-5 

est   d'ordre  '    '         =  GO  ;      on  le  nomme  groupe  de  l'icosaè- 

z 

dre  parce  qu'il  est  isomorphe  au  groupe  des  déplacements  que 
l'on  peut  effectuer  sur  un  icosaèdre  régulier  pour  le  faire  coïn- 
cider avec  lui-même  ;  cette  coïncidence  est  possible  de  GO  manières 
différentes  puisque  l'icosaèdre  a  20  faces  triangulaires  et  que  l'on 
peut  par  suite  faire  coïncider  une  face  déterminée  avec  une  face 
quelconque  de  trois  manières  différentes  ;  les  déplacements  qui  réa- 
lisent cette  coïncidence  forment  évidemment  un  groupe,  lequel  est 
d'ordre  60.  Pour  démontrer  son  isomorphisme  avec  le  groupe  alterné 
de  5  lettres,  on  remarque  que  les  15  droites  qui  joignent  au  centre 
de  l'icosaèdre  les  milieux  de  ses  trente  arêtes  forment  5  trièdres 
trirectangles  ;  et  que  si  l'on  numérote  ces  Irièdres  1,  2,  3,  4,  5,  à 
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tout  déplacement  de  Ficosaèdre  correspond  une  substitution  du 
groupe  alterné  effectuée  sur  ces  numéros,  et  réciproquement.  Nous 
laisserons  ce  point  à  démontrer  à  nos  lecteurs'  et  nous  les  renver- 
rons pour  plus  de  détails  sur  le  groupe  de  Ticosaèdre  à  l'intéres- 
sant ouvrage  de  M.  Klein  (*).  Nous  avons  voulu  seulement  donner 
une  idée  de  la  complication  qu'atteint  Tétude  directe  des  groupes 
non  cycliques,  même  dans  le  cas  où  on  est  aidé  par  une  interpré- 
tation géométrique  relativement  simple.  Nous  justifions  ainsi,  à  un 
point  de  vue  purement  abstrait,  le  nom  de  résolubles  ({ui  a  été  donné 
aux  équations  dont  le  groupe  est  un  produit  de  groupes  cycliques. 


(•)  Vorlesungen  ilber  das  Icosaeder  und   die   Auflôsuna  der  Gleickungcn    vom 
fiinften  Grade. 


CHAPITRE  Vil 


APPLICATIONS   -    CONCLUSION 


I.  —  Équations  normales. 

94.  Nous  avons  dans  les  pages  qui  précèdent  étudié  d'une  ma- 
nière précise  la  symétrie  que  présente  l'ensemble  des  relations  ra- 
tionnelles entre  les  racines  d'une  équation  irréductible  quelconque  ; 
nous  avons  déduit  de  cette  étude  les  diverses  manières  de  parvenir 
à  une  expression  explicite  de  ces  racines  à  l'aide  d'autres  nombres 
algébriques  bien  déterminés,  c'est-à-dire  les  diverses  manières  de 
résoudre  algébriquement  l'équation.  Les  résultats  obtenus  prennent 
une  forme  particulièrement  simple  lorsque  l'équation  que  l'on  con- 
sidère est  une  équation  normale  :  il  est  clair,  en  effet,  que  toutes  les 
racines  d'une  telle  équation 

F(z)  =  0 

s'exprimant  rationnellement  au  moyen  de  l'une  d'entre  elles  C,  toutes 
leurs  fonctions  rationnelles  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ?  ;  d'où 
il  résulte  que  toute  réduction  possible  du  groupe  de  l'équation  peut 
être  obtenue  en  introduisant  dans  le  calcul  des  fonctions  rationnelles 
de  Ç,  lesquelles  sont  toutes  les  racines  d'une  équation  irréductible  à 
cœflîcients  entiers.  Si  l'on  observe  que  toutes  ces  racines  peuvent 
s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  d'un  nombre  algébrique  normal, 
qui  en  est  une  fonction  linéaire  à  coefficients  entiers,  on  en  conclut 
qu'il  suffit,  pour  obtenir  la  même  réduction  du  groupe,  d'introduire 
dans  le  calcul  ce  nombre  algébrique  normal,  qui  est  visiblement 
fonction  rationnelle  de  l.  Nous  sommes  donc  amenés  à  rechercher 
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les  moyens  de  réduire  le  groupe  d'une  équation  normale  par  Fintro- 
duction  dans  le  calcul  d'un  nombre  algébrique  normal,  fonction  ra- 
tionnelle de  Fune  de  ses  racines. 

Nous  complétons  ainsi  un  résultat  essentiel  obtenu  dans  le 
Chapitre  IV  ;  nous  y  avons  en  effet  établi  q\ïon  doit  reckercher  parmi 
les  nombres  algébriques  normaux  les  symboles-types  qu'il  est  nécessaire 
d'introduire  dans  le  calcul  pour  que  toute  équation  irréductible  ait  un 
nombre  de  racines  égal  à  son  degré  ;  on  voit  ici  que  l'élude  de  la  na- 
ture algébrique  de  chacun  de  ces  nombres,  ou  de  la  réduction  du 
groupe  de  Féquation  normale  (pi'il  vériiic,  n  exige  que  la  considéra- 
tion de  nombres  algébriques  normaux  qui  en  sont  des  fonctions  ration- 
ncl/rs.  C'est  celte  étude  que  nous  allons  aborder  directement. 

95.  Soit  donc  F(;)  =  0  une  équation  normale  irréductible  de 
degré  n,  dont  les  coefficients  peuvent  même  être  supposés  entiers, 
le  premier  d'entre  eux  étant  Funité  ;  désignons  par  l  Fune  de  ses 
racines  ;  on  obtiendra  toutes  ces  racines, 

qui  sont  des  polynômes  en  C  à  coefficients  entiers,  en  décomposant 
dans  le  domaine  algébrique  [^]  le  polynôme  F(s)  en  ses  facteurs 
irréductibles. 

Considérons  alors  une  fonction  entière  de  Ç  à  coeflicients  entiers 
cf/(Ç)  ;  les  diverses  expressions  o(M0)  peuvent  être  distinctes  ou  non: 
lorsqu'elles  le  sont,  C  peut  s'exprimer  à  l'aide  de  o{l)  sous  forme 
de  polynôme  entier  à  coefficients  entiers,  les  entiers  algébriques  ^ 
et  o{l)  sont  des  nombres  algébriques  de  même  nature  et  l'étude  de 
Féquation  irréductible  que  vérifie  ç)(Q  est  équivalente  à  celle  de  Fé- 
quation donnée.  Dans  le  cas  contraire,  le  nombre  p  des  détermina- 
tions distinctes  de  9(>/(C))  est  un  diviseur  de  n  ;    soient    n  =  p.q, 

ces  déterminations  distinctes  ;  chacune  d'elles  reste  invariante  par 
q  transformations  de  la  forme  [t,  li{t)],  lesquelles  forment  néces- 
sairement un  groupe. 

Ces  groupes,  en  nombre  égal  à  p,  sont  précisément  ceux  que  nous 
avons  nommés  groupes  conjugués  dans  le  groupe  G,  formé  par  toutes 
les  transformations  [^,  >w(C)];  on  pourrait  en  établir  ici  directement 
les  principales  i)ropriélés.  Pour  que  l'entier  algébrique  o(y  soit  nor- 
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mal,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  ces  p  groupes  coïncident  ; 
cp(Q  est  alors  un  invariant  caractéristique  d'un  sous-groupe  invariant 
H  du  groupe  G.  L'équation  irréductible  que  vérifie  cp(Q  est  de  degré 
p  et  le  groupe  de  cette  équation  normale  est  le  groupe  d'ordre  p 
formé  des  substitutions  que  subit  la  suite  c&i,  cp,,  ...,  o^,  par  les 
transformations  [^,  \i  (Qj. 

Supposons  que  l'on  introduise  dans  le  calcul  l'entier  algébrique 
cp(C);  le  polynôme  F(z)  peut  être  décomposé  dans  le  domaine 
algébrique  ainsi  obtenu  en  p  facteurs  irréductibles,  tels  que  chacun 
d'eux  demeure  invariable  par  les  transformations  du  groupe  H.  Ces 
facteurs  égalés  à  zéro  donnent  visiblement  des  équations  normales 
dont  le  groupe  dans  le  domaine  [o(Q]  est  précisément  H;  on  passe 
d'ailleurs  de  l'une  d'entre  elles  à  toutes  les  autres  par  des  transfor- 
tions  [Ç,  X,  (Q];  il  suffit  par  conséquent  d'en  étudier  une  seule. 

Nous  voyons  ainsi  que  pour  étudier  une  équation  normale  de  degré 
pq^  dont  le  groupe  G  admet  un  sous-groupe  invariant  H  d'ordre  q, 
il  suffit  d'étudier  successivement  deux  équations  normales  :  la  pre- 
mière d'ordre  p  dont  le  groupe  est  le  quotient  de  G  par  H,  désigné 
plus  haut  par  G  |  H,  la  seconde  d'ordre  q  dont  le  groupe  est  le  sous- 
groupe  Il  lui-même. 

Cette  méthode  de  réduction  peut  évidemment  être  appliquée  à 
chacune  des  deux  équations  normales  qu'on  vient  d'obtenir,  et  l'on 
pourrait  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  des  équations 
simples^  c'est-à-dire  dont  le  groupe  n'admet  point  de  sous-groupe 
invariant.  L'étude  de  la  décomposition  du  groupe  G,  faite  dans  le 
chapitre  précédent,  fournit  un  procédé  plus  régulier  pour  obtenir  le 
même  résultat.  Il  est  clair  en  effet,  que  si  nous  connaissons  une 
suite  de  composition  de  G  : 

G,  H,  I,  J,   ...,  1, 

il  suffit  de  choisir  le  groupe  H  comme  premier  sous-groupe  inva- 
riant pour  que  l'équation  dont  le  groupe  est  G  |  H  soit  simple,  d'après 
la  définition  même  d'une  suite  de  composition.  Il  suffira  ensuite 
d'appliquer  la  méthode  à  l'équation  dont  le  groupe  est  H  ;  on  choisira 
pour  cela  le  sous-groupe  I,  invariant  maximum  dans  H,  et  on  con- 
tinuera de  même. 

On  obtiendra  donc  à  chaque  opération  une  équation  normale  simple  ; 
ces  équations  normales  se  présentent  d'ailleurs  dans  un  ordre  tel 

THÉORIE  DES  NOMBRES  21 
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que  les  coefficients  de  chacune  d'elles  soient  fonction  entière  des 
racines  des  précédentes. 

Tout  entier  algébrique  normal  peut  ainsi  s'obtenir  par  t introduction 
successive,  dans  le  calcul,  d'entiers  algébriques  normaux,  racines  d'équa- 
tions normales  simples. 

On  peut  observer  que  les  groupes  de  ces  équations  normales  sim- 
ples sont  précisément  les  groupes  facteurs  de  G;  on  en  conclut  que 
ces  groupes  sont  déterminés  lorsqu'on  donne  G  et  ne  dépendent 
pas  du  procédé  particulier  employé  pour  les  former,  i)rocédé  qui  ne 
peut  faire  varier  que  l'ordre  dans  lequel  ils  se  i)résentent. 

L'étude  d'un  domaine  algébrique  quelconque  se  trouve  ainsi 
ramenée  à  l'étude  successive  d'un  certain  nombre  d'équations  nor- 
males  simples,  dont  les  groupes  sont  lixés  lorsqu'on  donne  le  do- 
maine. 

96.  Nous  venons  de  voir  que,  dans  le  cas  des  équations  normales, 
«à  toute  réduction  du  groupe  correspond  une  décomposition  de 
l'équation  en  facteurs,  exactement  équivalente.  Il  n'en  est  pas  tou- 
jours de  même  dans  le  cas  général  ;  il  peut  arriver  que  l'introduc- 
tion dans  le  calcul  d'un  nombre  algébrique  réduise  le  groupe  d'une 
équation  non  normale,  sans  pour  cela  la  rendre  réductible  ;  nous 
allons  préciser  les  conditions  dans  lesquelles  un  tel  fait  peut  se 
produire.  Il  est  clair  qu'une  équation  irréductible  ne  peut  devenir 
réductible  que  si  son  groupe  est  réduit  à  l'un  de  ses  sous-groupes 
invariants  intransitifs.  Or  nous  avons  vu  (83)  que  lorsqu'un  groupe 
G  admet  un  sous-groupe  invariant  intransitif,  G  est  imprimitif.  La 
décomposition  en  facteurs  d'une  équation  ne  pourra  donc  se  pro- 
duire que  lorsqu'il  se  trouve  dans  l'une  des  suites  de  composition 
de  son  groupe,  un  groupe  imprimitif.  Nous  allons  voir  d'ailleurs  que 
dans  ce  cas,  on  peut  effectivement  réaliser  cette  décomi)osilion. 

Étudions  en  elfet  la  résolution  des  équations  à  groupe  imprimitif; 
désignons  par  À[ji  le  degré  de  Téquation  et  supposons  que  ses 
racines  se  classent  en  X  systèmes  d'imprimitivité,  comprenant 
chacun  jjl  racines  : 

Xi,  072,  ...,  oc^, 

Vu  ?/2,  ...,  î/h., 

1 

v,,    l'a,    ...,    v^, 
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le  nombre  des  lettres    x,  ?y,  ...,  v    étant  égal  à  X.  Par  hypothèse  le 
groupe  G  de  Téquation  se  compose  de  substitutions  de  la  forme  6t, 
les  substitutions  s  portant  sur  les  indices     1,2,...,!^    des  lettres 
X,  y,  ...,  V     et  les  substitutions  t  permutant  entre  elles  ces  lettres 
x[  y]  ...!  V     sans  toucher  à  leurs  indices  ;  les  substitutions  s  for- 
ment d'ailleurs  un  groupe  S  de  degré  i^  et  les  substitutions  t  un 
groupe  T  de  degré  l  :  Vordre  de  G  est  égal  au  produit  des  ordres 
des  groupes  S  et  T,  ordres  que  nous  désignerons  par  a  et  x. 
Soit  X  une  fonction  symétrique  quelconque  des  lettres 
a^i,  a?2i  •  •  •  1  -^V' 
Y  la  môme  fonction  symétrique  des  lettres 

etc.,  V  la  même  fonction  symétrique  des  lettres  v. 
Il  est  clair  que  la  fonction 

o(z)  =  (s-X)(s-Y)  ...  (z-V) 

reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G  ;  elle  s'exprime 
donc  rationnellement  au  moyen  des  coefficients  de  Véquation  pro- 
posée ;  c^est-à-dire  que  les  expressions  X,  Y,  ...,  V  sont  racines 
d'une  équation  de  degré  X  à  coefficients  rationnels.  Il  est  facile  de 
voir  que  le  groupe  de  cette  équation  est  précisément  le  groupe  T, 
car  les  fonctions  rationnelles  de  ses  racines  invariables  par  les 
substitutions  de  T  sont  précisément  les  fonctions  rationnelles  des 
racines  de  la  proposée  invariable  par  les  substitutions  de  G. 

D'autre  part,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  il  est  tou- 
jours possible  de  choisir  la  fonction  symétrique  X  de  manière 
que  toutes  les  fonctions  symétriques  des  x  s'expriment  rationnelle- 
ment au  moyen  de  X  ;  dès  lors  les  fonctions  symétriques  des  y 
s'expriment  rationnellement  cîe  la  même  manière  a.u  moyen  de  Y,  etc. 
On  en  conclut  que  Ton  a  : 

(x  —  x,){x ^x^)  ...  {x—  x.^)  =  F(x,  X) , 
(y-î/i)(î/-î/0  •••  (?/-!/.)  ==F(?/' Y), 

(y  _  v,){v  —  V,)  ...  {v—  yj  =  F(î;,  V), 
en  désignant  par  F(.t,  X)  une  fonction  entière  de  a;  et  de  X  ;  d'ail- 
leurs lorsqu'on  adjoint  X,  le  groupe  de  l'équation 

F(x,  X)  =  0 
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est  précisément  le  groupe    S  ;    on  le  voit  comme  précédemment. 
On  conclut  immédiatement  de  là  que  l'équation  proposée  peut 
s'écrire 

F(1,X)F(^,  Y)  ...  1UV)==0. 

Son  jjrcmier  membre  est  le  résultant  des  premiers  membres  des  équa- 
tions 


{-) 


?(2)  -0, 
F(^,  ^)  =  0; 

la  première   de    ces  équations  est  de   degré  l  et  son  groupe  est 
d'ordre  -  ;  la  seconde  est  de  degré  [r  et  son  groupe  d'ordre  a. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  innnédiate  :  toute  équation 
résultant  d'un  tel  calcul  a  son  groupe  imprimitif  et  constilué 
comme  nous  venons  de  le  voir  au  moyen  des  groupes  des  équa- 
tions (a). 

II.  —  Équations  abéliennes. 

97.  Nous  avons  appelé  groupe  «^e'/iew  un  groupe  dont  les  substi- 
tutions sont  échangeables  entre  elles;  il  résulte  de  cette  définition 
que  tout  sous-groupe  d'un  groupe  abélicn  en  est  nécessairement 
un  sous-groupe  invariant.  On  peut  jirévoir  que  celte  propriété  sim- 
plifiera l'étude  de  la  structure  du  groupe  et  l'on  est  ainsi  amené  à 
considérer  une  classe  importante  d'équations  normales,  celles  dont 
le  groupe  est  un  groupe  abélien. 

Les  résultats  acquis  dans  le  i)aragraplie  précédent  relativement 
au  groupe  d'une  équation  normale  nous  permettent  alors  de  dire 
qu'une  équation  irréductible 

f{x)  =  0, 

est  abélienne   lorsque    :    1°    ses   racines    s'expriment  cû    fonction 
rationnelle  de  l'une  d'elles  a-,,    c'est-à-dire  que  l'on  a 

^'2  =  '^2(001),  .Ci  =  cp3(a^i),  ...  ; 

2^  les   fonctions  o   définies  par  les  égalités  précédentes   vérifient 
les  relations 

Il  importe  de  remarquer  que  l'on  n'a  pas  nécessairement  d'une 
façon  identique 
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il  suffit  que  cette  égalité  ait  lieu  lorsqu'on  remplace  x  par  une  ra- 
cine x^  de  l'équation  considérée. 

La  définition  précédente  pourrait  s'étendre  à  des  équations  réduc- 
tibles, mais  nous  allons  montrer  que  Ton  peut  se  contenter  d'étu- 
dier les  équations  abéliennes  irréductibles,  car  les  facteurs  irréduc- 
tibles d'une  équation  abélienne  sont  des  équations  abéliennes. 

Soit  Y{x)  =z  0 

une  équation  abélienne.  Nous  désignerons  par  fi{x)  et  fi(x)  deux 
facteurs  irréductibles  de  F,  en  supposant  par  exemple  que  Xi  soit 
racine  de  l'équation 

ax)  =  0. 

L'équation  f\{x)  =  0  admet  les  racines  x^^  cp(a?i),  ...  ;  elle  est 
donc  manifestement  abélienne. 

Une  racine  de  l'autre  équation  f^ix)  =  0  est  alors  de  la  forme 
G(a7i),  et  dans  ce  cas  les  deux  équations 

mx)]  =  0 

ont  une  racine  commune  .t,.  L'équation  ^[^(a:)]  =:  0  admet  donc 
toutes  les  racines  de  ^(ar),  c'est-à-dire  o{xi),  '^{x^)  ...;  si  l'on 
pose 

e(iCi)  =  ^2 

les  racines  de  fJx)  qui  s'écrivent 

seront 

a?2,       o{x.),       ^(a^î),  ... 

à  cause  des  relations  de  la  forme 

b[^{x,)]   =   0[^{X,)]. 

D'autre  part  ces  racines  vérifient  des  relations  analogues  ;  on  a,  par 
exemple, 

Cette  relation  peut  en  effet  se  déduire  de  la  suite  d'égalités 

Il  reste  à  montrer  que  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  racines  de 
fi{x)  ;  pour  le  voir,  considérons  le  produit 

,  [x-0{x,)lx-^[o{x,)]][x-f)[^{x,)]]  ... 
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étendu  à  toutes  les  racines  de  Téqualion 

c'est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  cette  équation  ;  elle 
s'exprime  donc  rationnellement  au  moyen  de  ses  coefïicients;  or 
d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  Téciuation  obtenue  en  l'égalant 
à  zéro  admet  une  racine  de  Téquation 

son  premier  membre  est  donc  divisible  par  /'^(.t)  puisque  ce  poly- 
nôme est  irréductible. 

98.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  Tétude  des  équations 
abéliennes  irréductibles.  Soit 

f(x)  =  0 

une  telle  équation,  Xi  une  de  ses  racines  ;  les  aulres  racines  sont 

de  la  forme 

o{Xi),       6(a7i),   ...,  m(Xi). 

Les  transformations  [xi,  cp(a?i)],  [xi,  ^'(^i)],  ...,  [xi,  ^(a'i)]  sont 
toutes  les  transformations  distinctes  d'un  groupe  qui  est  précisé- 
ment isomorphe  holoédriquement  au  groupe  de  l'équation  f{x)  =  0. 
Nous  allons  mettre  en  évidence  la  structure  de  ce  gToui)e,  c'est-à- 
dire  celle  d'un  groupe  abélien  quelconque.  Nous  observerons  pour 
cela,  en  désignant  par  &{Xi)  l'une  quelconque  des  racines  de  f{x), 
que  si  la  transformation  [3?i,  0(a?i)l  est  d'ordre  n,  c'est-à-dire  si  le 
groupe  formé  par  ses  puissances  est  d'ordre  n,  et  si  Ton  a  n  =  p.q, 
la  transformation  [.Ti,  6^(0^1)]  est  d'ordre  ;?.  Si  l'on  considère  égale- 
ment deux  transformations  [xi,  o^XiY  ^^  [^i'  'l'(^i)]  ^^^^  les  ordres 
respectifs  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  la  transformation 
[a?!,  ^[4^(^1)1]  est  d'ordre  égal  à  ab. 

Il  résulte  de  là  que  si  nous  désignons  par  a,  c>,  . . .,  /  les  ordres 
respectifs  des  transformations  correspondant  à  cp,  <]^,  . . .,  w,  et  par 
rrii  leur  plus  petit  commun  multiple,  qui  décomposé  en  facteurs 
premiers  peut  s'écrire  mj  =  p^'q^  . . . ,  l'on  peut  former  une  trans- 
formation du  groupe  dont  l'ordre  est  m^.  En  effet,  p""  est  diviseur  de 
l'un  au  moins  des  nombres  a,  b,  ...  ;  supposons  par  exemple  que 
l'on  ait  a  =  p''.a',  la  transformation  qui  correspond  à  cp«'(a7i)  est 
d'ordre  p""  ;  si  l'on  a  de  même     b  =  q^.b' ,     la  transformation  cor- 
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respondant  à  ^^\xi)  sera  d'ordre  égal  à  ^^  etc. . .  La  transformation 

[a?i,  ©i(a7i)],  où  l'on  a  posé 

e  =  cp«'6'''  . . . , 

sera  évidemment  une  transformation  répondant  à  la  question. 

Soit  N  le  degré  de  Téquation  f{x)  =  0]  si  l'on  a  w^  =  N, 
toutes  les  racines  de  l'équation  figurent  et  figurent  une  fois  seule- 
ment dans  la  suite 

dans  ce  cas  le  groupe  G  des  transformations  qu'admet  l'équation 
f[x)  =  0  est  formé  des  puissances  d'une  seule  transformation 
[x,  &i{x)],  et  le  groupe  de  l'équation  est  formé  de  toutes  les  puis- 
sances d'une  même  substitution  :  celle  qu  éprouvent  les  éléments 
de  la  suite 

lorsqu'on  y  remplace  x^  par  0i(a?i). 

Lorsque  w?i  n'est  pas  égal  à  N,  il  en  est  un  diviseur  et  les  puis- 
sances de  la  transformation  [x^  0i(a^i)]  forment  un  sous-groupe  IIi 
de  G,  nécessairement  invariant  ;  les  transformations  de  G  peuvent 
donc  être  partagées  en  classes  telles  que  deux  transformations  d'une 
même  classe  puissent  s'écrire  sous  la  forme 

[Xi,  <^i  {Xi)]     et     [a?i,  eît|>i(a?i)], 

c'est-à-dire  ne  diffèrent  que  par  une  transformation  de  Hi.  Choisis- 
sons dans  chaque  classe  une  transformation,  et  soient  «i,  hi,  ..., 
les  ordres  respectifs  de  ces  transformations  ;  ces  ordres  sont  com- 
pris dans  la  suite  a,  6,  . . .,  c'est-à-dire  sont  des  diviseurs  de  nh  ; 
nous  savons  former  une  transformation 

dont  Tordre  est  égal  au  plus  petit  multiple  commun   mo   des  nom- 
bres «1,  bi,  . . .,  qui  est  aussi  un  diviseur  de  nii. 
Si  l'on  considère  alors  les  expressions 

e^si^x,), 

ai  et  (X2  prenant  respectivement  toutes  les  valeurs  entières  infé- 
rieures à  Wi  et  à  m^,  elles  sont  distinctes  et  représentent  par  con- 
séquent mim2  racines  de  l'équation    f{x)  =  0. 

Lorsqu'on  n'a  pas  obtenu  ainsi  toutes  les  racines  de  <îette  équa- 
tion, c'est-à-dire  lorsqu'on  n'a  pas    niim^  =  N,     on  recommence  le 
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partage  en  classes  des  transformations  de  G  en  partant  du  sous- 
groupe  Ho  engendré  par  toutes  les  transformations  qui  correspon- 
dent aux  racines  déjà  obtenues.  Il  est  clair  qu'on  parvient  ainsi  à 
mettre  toutes  les  racines  de  l'équation  donnée  sous  la  forme 

eî.ef.  . . .  e-:,{x,), 
où  Ton  a  a,-  =  0,  1 , [lUi  —  1), 

{i  =  1,2,  ...,  i^), 
et  où  les  entiers   m^,  in,,  . . .  m^,  ont  pour  produit  N,  chacun  d'eux 
étant  d'ailleurs  diviseur  du  précédent. 

99.  L'expression  que  nous  venons  d'obtenir  pour  les  racines  de 
l'équation  abélienne  f{x)  =  0,  conduit  aisément  à  la  résolution 
algébrique  de  cette  équation.  Nous  commencerons  par  examiner  le 
cas  où  toutes  ses  racines  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

c'est-à-dire  où  toutes  les  transformations  qu'elle  admet  sont  les 
puissances  de  l'une  d'entre  elles. 

Le  groupe  de  l'équation  est  formé  des  m^  puissances  de  la  substi- 
tution qu'éprouvent  ces  racines  lorsqu'on  y  remplace  x\  par  6(iCi), 
c'est-à-dire  des  puissances  de  la  substitution  circulaire 

{xi,8{x,),  ...,e"h-i{x,)). 

Si  le  nombre  m^  est  premier,  ce  groupe  est  simple  :  l'équation  est 
de  celles  que  nous  avons  appelées  résolubles  :  .9a  résolution  consiste 
pour  nous  dans  ^expression  de  ses  racines  sous  la  forme 

avec  la  relation 

e'».(arO  =  ^1. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  mi  n'est  pas  premier,  le  groupe  est  com- 
posé :  ses  groupes  facteurs  sont  des  groupes  cycliques  ayant  pour 
ordres  les  divers  facteurs  premiers  —  égaux  ou  inégaux  —  de  mi  : 
la  résolution  de  l'équation  se  ramène  alors  à  la  résolution  successive 
d'équations  analogues,  mais  dont  le  degré  est  premier. 

Réciproquement,  si  le  groupe  d'une  équation  est  cyclique,  c'est- 
à-dire  formé  des  puissances  d'une  substitution  circulaire,  l'équation 
appartient  à  la  classe  de  celles  que  nous  venons  d'étudier  et  il  est 
facile  de  trouver  la  fonction  6.  Désignons  en  effet  par  a^i,  x^,    . .,  a?,^ 
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ses  racines  et  par 

la  substitution  circulaire  dont  les  puissances  forment  le  groupe  de 
l'équation  ;  en  posant 

f[x)  =  {x  —  Xi){x  —  X2)  .  . .  {x  —  a7,„) 
et 

^  ^    "  {x-x,)f\x,)  ^  {x  -  x,)f'[x,)  "^  {x  -  xJt\x,,,)  ' 

la  fonction  0(a?)  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  de 
réquation,  c'est  donc  une  fonction  rationnelle  de  a?  ;  on  a  de  plus 

e(ari)  —  .T2,  0(a?2)  =  iC3,  .  .    ,  0(a?,„_i)  =  Xm,  0(a?,„)  =  a?i, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

100.  Nous  allons  supposer  maintenant  le  nombre  \x  supérieur  à 
l'unité  ;  pour  fixer  les  idées  nous  le  prendrons  égal  à  trois^  mais  les 
raisonnements  s'étendront  visiblement  au  cas  général.  Les  racines 
de  l'équation  sont  par  conséquent  comprises  dans  la  formule 

avec 

ai  =  i,  2,  . .  .,  mi, 

a2  =r  1,  2,    ..  .,  ma, 

«3    =rr    d  ,   2,     .  .  .  ,    ?7Î3  ; 

on  a  d'ailleurs 

0f.(x,)  ==  0"2'<a^,)  =  0^3(0^1)  =  X,. 

Considérons  les  fonctions  symétriques  des  m^m^^  racines 

(i)  0«0^20^3(^O^ 

aj  =  1,  2,  .  .  .,  m,;  ag  =  1,  2,  .  ...  m^^ 

dans  lesquelles  a  désigne  un  entier  fixe.  Ces  diverses  fonctions  sy- 
métriques s'expriment  rationnellement  au  moyen  d'une  quelconque 
d'entre  elles,  puisque  ce  sont  des  invariants  d'un  même  groupe  :  le 
groupe  qui  correspond  aux  transformations 

[x,,  0f^0^(a?,)]. 

Soit  ç,j  l'une  quelconque  de  ces  fonctions  sj^métriques  :  cp^,  cp2  ..., 
o^  ,  les  expressions  qu'on  déduit  de  o„  en  y  remplaçant  successive- 
ment a  par  1,2,.  ,  m^  ;  ce  sont  les  fonctions  conjuguées  de  cp„ 
dans  le  groupe  del'équation,  et  on  voit  immédiatement  que  la  trans- 
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formation     [a?i,  Bj  (a?i)]     leur  fait  éprouver  la  substitution  circulaire 

les  transformations  [xi,  e^  (xi)]  et  [.Ci,  63  (a?,)]  les  laissant  inva- 
riables. Par  suite  une  transformation  quelconque  du  groupe  fait 
éprouver  aux  fonctions  cp  la  substitution  Si  ou  Tune  de  ses  puis- 
sances. Ces  fonctions  sont  donc  racines  d'une  équation  irréductible 
d'ordre  rwj  à  coefficients  rationnels,  dont  le  groupe  est  cyclique.  Si 
l'on  adjoint  une  racine  o  de  cette  équation,  toutes  les  fonctions 
svmétriques  des  éléments 

as  =  1,  2,   ...,  7712,  ag  =  1,  2,   ...,  nh, 

s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  cp,  quel  que  soit  a.  Nous 
considérerons  maintenant  les  fonctions  symétriques  des  racines 

a3   —    i,   2,    ...,7^3, 

a  et  h  étant  dos  entiers  fixes.  La  même  méthode  montrera,  que,  •% 
étant  l'une  de  ces  fonctions  symétriques  et  <1^,,  '1^2,  •••,  4'>»2  celles 
qui  s'en  déduisent  en  remplaçant  b  par  1,2,  ....m^,  ces  fonc- 
tions ^  sont  les  racines  d'une  équation  irréductible  de  degré  wo,  à 
coefficients  rationnels  en  cp,  dont  le  groupe  est  cyclique.  Toutes  les 
fonctions  symétriques  considérées  [a  et  b  étant  quelconques)  s'ex- 
priment d'ailleurs  rationnellement  au  moyen  d'une  racine  4^  de  cette 
équation. 
On  verra  enfin,  par  un  raisonnement  analogue,  que  les   diverses 

expressions 

ey\%{x,), 

c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation  proposée,  s'expriMent  ration- 
nellement au  moyen  d'une  racine  d'une  équation  irréductible  de 
degré  W3  dont  le  groupe  est  cyclique  et  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  cp  et  en  •]/. 

Nous  établissons  ainsi  directement  que  les  équations  abéliennes 
sont  résolubles  et  les  calculs  que  nous  venons  d'indiquer  équivalent 
à  une  décomposition  de  tout  groupe  abélien  gu.  fadeurs.  Chacun  des 
groupes  cycliques  d'ordres  r/Zi,  mj,  nii  est  en  effet  le  produit  de 
groupes  cycliques  d'ordre  premier,  c'est-à-dire  de  groupes  sim- 
ples. Cette  décomposition  du  groupe  en  facteurs  résulterait  d'ail- 
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leurs  immédiatement  du  fait  que,  si  Ton  pose  m  =  pq,  les  trans- 
formations 

/z  =  1,  2,  ...,  (/,  ao  =  1,  2,  .  ..,  mo,  as  =  1,  2,  ...,  ma, 

en  forment  un  sous-groupe  invariant  d'indice  p  et  qu'on  peut  tou- 
jours prendre  pour  p  un  nombre  premier.  On  trouvera,  en  effet,  par 
la  même  méthode  un  sous-groupe  invariant  d'indice  premier  du 
sous-groupe  obtenu,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  de  plus,  par  cette  marche,  que  l'ordre  dans  lequel  se  pré- 
sentent les  facteurs  de  composition  peut  être  choisi  arbitrairement 
dans  le  cas  particulier  d'un  groupe  abélien. 

101.  Nous  ne  voulons  pas  terminer  sans  signaler  parmi  les  équa- 
tions abéliennes  celles  qui  ont  la  forme  os"  —  1  =  0,  où  ??  est  un 
entier  quelconque,  et  donc  les  facteurs  irréductibles  sont  des  équa- 
tions cycliques.  L'étude  de  ces  équations,  faite  parGauss,a  été  l'ori- 
gine de  travaux  qui  ont  illustré  Kummer  et  Kronecker  et  qui  se  ratta- 
chent aux  théories  les  plus  profondes  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse  ; 
pour  plus  de  détails,  nous  renverrons  le  lecteur  à  l'excellente  mono- 
graphie de  M.  Bachmann  :  Die  Lehre  von  der  Kreistheilung. 

Faisons  enfin  observer  que  l'équation    x^'  —  A  =  0,     où  p  est 
premier  et  où  A  n'est  pas  la  puissance  ^^^ème  d^u^  nombre  ration- 
nel appartient  à  la  classe  des  équations  métacycliques  et  devient 
abélienne  par  l'introduction  d'une  racine  de  l'équation 
xv-^  -f-  xi'-^  H h  a;  -I-  1  =  0. 

On  sait  que  l'on  introduit  d'habitude  dans  les  éléments  un  signe 
particulier,  ^A,  pour  représenter  une  racine  de  cette  équation.  Cette 
notation  n'a  d'ailleurs  aucune  importance  au  point  de  vue  où  nous 
nous  sommes  placés  et  n'avance  en  rien  la  résolution  algébrique  de 
l'équation.  Il  est  néanmoins  indispensable  de  signaler  que  les  racines 
des  équations  que  nous  avons  appelées  résolubles  peuvent  toujours 
s'obtenir  par  la  résolution  successive  d'équations  binômes  ;  en  d'au- 
tres termes,  ces  équations  sont  résolubles  par  radicaux.  C'est  d'ail- 
leurs ce  problème  de  la  résolution  par  radicaux  qui  a  été  l'origine 
première  des  recherches  fondamentales  de  Lagrange,  Abel  etGalois. 


>*^  0»  THa     ' 

'UiriVEESITT] 


332  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE 


CONCLUSION 


Nous  terminons  ici  les  développements  que  nous  avions  l'inten- 
tion de  donner  à  l'Algèbre  ;  peut-être  ne  sera-t-il  pas  mauvais  de  ré- 
sumer rapidement  les  résultats  obtenus,  en  mettant  en  évidence  la 
marcbe  suivie  pour  y  parvenir. 

Après  avoir  défini  les  entiers  positifs  comme  des  signes  ou  s?/7n- 
boles  se  combinant  entre  eux  suivant  certaines  lois  qui  nous  ont  été 
suggérées  par  la  considération  des  systèmes  d'unités,  nous  leur 
avons  rattaché  les  entiers  négatifs  et  les  nombres  fractionnaires  en 
conservant  pour  ces  nouveaux  symboles  les  mêmes  lois  de  combi- 
naison et  en  liant  chacun  d'eux  aux  symboles  déjà  connus  par  une 
relation  qui  lui  sert  de  définition.  Nous  avons  fait  ainsi  un  certain 
nombre  d'hypothèses  et,  comme  les  propriétés  bien  connues  des  en- 
tiers positifs  ont  montré  immédiatement  qu'elles  n'étaient  point 
contradictoires,  nous  n'avons  pas  cherché  à  les  réduire  au  nombre 
minimum.  Il  serait  facile  d'ailleurs  de  procéder  en  ne  faisant  jamais 
que  des  hypothèses  indispensables  : 

Les  entiers  positifs  seront,  par  exemple,  les  symboles  déduits  de 
Tun  d'entre  eux,  le  nombre  un,  par  une  composition  répétée  de 
ce  symbole  avec  lui-même,  cette  composition  possédant  les  quatre 
propriétés  attribuées  à  l'addition  :  il  est  clair  en  effet  que  ces  hypo- 
thèses sont  nécessaires  et  suthsantes  pour  construire  pour  ces  sym- 
boles une  table  carrée  d'addition.  Le  nombre  zéro  sera  un  nouveau 
symbole  d'effet  nul  dans  sa  composition  i)ar  addition  avec  lui- 
même  ou  avec  tout  nombre  entier.  Les  entiers  négatifs  seront  tous 
les  symboles  qui  se  composant  entre  eux  et  avec  les  entiers  en 
suivant  les  lois  de  l'addition  vérifient  des  relations  de  la  forme 
a-hx  =  0,  où  n  désigne  un  entier  positif.  On  montre  qu'il  est 
possible  de  trouver  entre  ces  symboles  un  second  mode  de  compo- 
sition qui  possède  les  propriétés  de  la  multiplication  des  entiers 
positifs  de  sorte  que  le  calcul  additif  et  multiplicatif  est  complète- 
ment défini  pour  l'ensemble  des  entiers  positifs  et  négatifs. 

Les  nombres  rationnels  seront  enfin  tous  les  symboles  qui,  possé- 
dant entre  eux  et  avec  les  entiers  positifs  ou  négatifs  un  mode  de 
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composition  admettant  les  quatre  propriétés  de  la  multiplication, 
vérifient  des  relations  de  la  forme  a.x  =  1,  où  a  désigne  un  entier 
positif  ou  négatif,  et  tous  les  symboles  qui  résultent  de  la  composi- 
tion de  ces  derniers  entre  eux  et  avec  les  entiers  par  le  mode  con- 
sidéré. On  établit  qu'il  est  possible  de  définir  un  second  mode  de 
composition  de  ces  symboles  entre  eux  lié  à  la  multiplication  de  la 
même  manière  que  l'addition  pour  les  entiers  et  qui  possède  les  pro- 
priétés de  faddition  des  entiers  ;  le  calcul  additif  et  multiplicatif  est 
ainsi  complètement  défini  pour  l'ensemble  des  entiers  positifs  et  né- 
gatifs et  des  nombres  rationnels. 

Nous  avons  procédé  de  même  pour  introduire  dans  le  calcul  les 
nombres  algébriques  qui  sont  pour  nous  tous  les  symboles  x  qui, 
se  composant  entre  eux  par  addition  et  par  multiplication  en  suivant 
les  mêmes  lois  que  les  entiers,  vérifient  des  relations  de  la  forme 

(1)  f{x)  =  0, 

où  f{x)  désigne  un  polynôme  irréductible.  On  établit  d'abord  que 
s'il  existe  effectivement  un  symbole  satisfaisant  à  ces  conditions, 
il  existe  pour  ce  polynôme  un  nombre  de  symboles  possédant  ces 
propriétés  égal  à  son  degré  n.  Ces  symboles  vérifient  nécessaire- 
ment les  relations 

(2)  Si  =  pi.  S,  =  p.,  .  .     ,  S,  rr.  ;7„  , 

OÙ  Si,  S2,  . .  ,  S;,  désignent  leurs  fonctions  symétriques  élémen- 
taires et  2h,  ih,  . .  ,  pn  les  coefficients  du  polynôme  f{x)  et  inver- 
sement, il  suffit  que  ces  relations  soient  vérifiées  par  les  symboles 
^*i,  -^2,  . . . ,  Xn  pour  que  f{x)  s'annule  pour  x  =^  Xi,  x  =  x,,  .  .  , 
X  =  Xn.  On  est  ainsi  amené  à  recbercber  toutes  les  conséquences 
de  ces  relations  en  partant  des  propriétés  attribuées  à  nos  symboles 
et  c'est  dans  cette  -substitution  des  relations  (2)  à  la  relation  (1)  que 
réside,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer  Kronecker,  la  différence  essentielle 
entre  le  point  de  vue  de  Galois  et  celui  auquel  s'est  toujours  placé 
Abel. 

La  recherche  de  toutes  les  conséquences  de  relations  plus  géné- 
rales : 

Fi  .=  0,  F2  :=  0,  . . . ,  F,,  =  0, 

entre  des  symboles  x^,  x,,  . . .,  Xn  possédant  les  modes  de  compo- 
sition indiqués,  nous  conduit  à  partager  dans  le  cas  où  elles  sont 
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c(  compatibles  »  (*)  les  systèmes  de  telles  relations  en  réductibles  ou 
irréductibles,  suivant  qu'il  existe  ou  non  de  nouvelles  relations  entre 
les  mêmes  symboles  qui  ne  sont  point  des  conséquences  nécessaires 
des  premières  ;  c'est  là  qu'il  faudra  chercher  la  raison  de  la  différence 
signalée  plus  loin  entre  les  équations  générales  et  les  équations  spé- 
ciales. 11  résulte  d'ailleurs  de  la  considération  de  la  résolvante  générale, 
dont  rintroduction  est  due  à  Liouville,  que  toutes  les  hypothèses 
faites  sur  Xy,  x^,  ...,^,i,  lorsqu'elles  sont  «  compatibles  »,  équi- 
valent à  supposer  qu'un  symbole  ^  possédant  les  mômes  modes  de 
composition  vérifie  une  relation  de  la  forme  R(Q  =  0,  où  R(5) 
désigne  un  polynôme  irréductible  déterminé.  Le  calcul  de  tels  sym- 
boles est  simplement  un  calcul  de  polynômes  en  r,  [mod.  R  [l)] 
c'est-à-dire  un  calcul  où  l'on  néglige  les  multiples  de  R  (Ç),  et  à  ce 
titre  il  est  visible  qu'il  ne  peut  renfermer  de  contradiction,  ce  qui 
établit  la  possibilité  logique  de  définir  Xy,  a-o,  .. .,  Xn  comme  nous 
l'avons  fait. 
Il  suffit  d'établir  que  les  relations 

sont  toujours  «  compatibles  »  au  sens  attribué  à  ce  mot,  pour  en 
conclure  la  possibilité  logique  de  définir  les  nombres  algébriques, 
et  l'on  parvient  ainsi  en  même  temps  aux  propositions  essentielles 
dues  à  Galois  et  relatives  à  la  symétrie  de  l'ensemble  des  relations 
rationnelles  qui  existent  entre  les  racines  Xy,  a?,,  . . . ,  x^  de  l'équation 
f[x)  -  0. 

Signalons  en  passant  l'importance,  plusieurs  fois  mise  en  évidence, 
du  fait  qu'il  existe  pour  représenter  toute  fonction  symétrique  de 
a?i.  Xi,  . . .  Xn  une  forme  unique  ne  dépendant  que  des  fonctions 
symétriques  élémentaires. 

Une  étude  générale  des  divers  genres  de  symétvie  qui  peuvent  se 
présenter  —  théorie  des  groupes  de  substitutions  (**)  —  montre  de 
quelle  nature  sont  les  relations  qui  lient  entre  elles  les  diverses  fonc- 
tions rationnelles  de  }i  indéterminées,  et  les  théorèmes  de  Lagrange 
donnent  le  moyen  de  former  elfectivement  ces  relations  ;  il  est  aisé 

(*)  Le  mot  «  compatibles  »  a  ici  un  sens  parfaitement  dclini,  pour  lequel  nous 
renvoyons  au  §  42. 

(**)  Nous  avons  naturellement  adopté  dans  cette  théorie  les  notations  introduites 
dans  la  tliéorie  plus  générale  des  firoupes  de  Transformations  par  son  créateur,  le 
célèbre  géomètre  norwégicn  Sophus  Lie. 
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d'indiquer  alors  comment  ces  résultats  doivent  être  modifiés  lors- 
qu'on choisit  pour  les  x^  les  racines  de  l'équation  déterminée 
f{x)  =  0. 

La  considération  qui  vient  ensuite  de  Tensemble  des  relations 
rationnelles  entre  les  racines  iPi,  .x'2,  . . . ,  x^  de  Téquation 

f(x)  =  0 
et  les  racines  ?/i,  ya,   .  •  -,  l/p  d'une  autre  équation  quelconque 

u  (?/)  =  '» 
permet  d'établir  (ju'on  ne  parvient  de  cette  manière  à  aucune  espèce 
de  symétrie  qui  ne  soit  aussi  obtenue  en  prenant  pour  71,  y^,  .  .  ,, 
l/j,  des  fonctions  rationnelles  convenablement  choisies  des  x  ;  quel- 
ques propositions  sur  les  groupes  de  substitutions  montrent  comment 
on  parvient  à  la  symétrie  la  plus  générale  en  partant  de  symétries 
particulières  données  par  des  groupes  simples^  et  l'interprétation  de 
ces  propositions  à  l'aide  des  nombres  algébriques  constitue  la  théo- 
rie de  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Nous  avons  donné  ensuite  quelques  exemples  de  symétries  parti- 
culièrement faciles  à  saisir  telles  que  celles  données  par  des  produits 
de  groupes  cycliques,  qui  correspondent  aux  équations  dites  réso- 
lubles et  celles  relatives  aux  équations  du  quatrième  et  du  cinquième 
degré  ;  nous  avons  montré  en  passant  que  l'équation  générale  d'ordre 
supérieur  à  quatre  n'est  pas  résoluble,  i)roposition  qui  a  occupé  long- 
temps les  géomètres  et  dont  la  première  démonstration  entièrement 
rigoureuse  est  due  à  Abel. 

Un  dernier  chapitre  est  consacré  à  Tétude  directe  d'une  classe 
importante  de  nombres  algébriques  au  moyen  desquels  tous  les 
autres  s'expriment  rationnellement  :  les  nombres  algébriques  nor- 
maux. Parmi  ceux-là  on  peut  encore  signaler  ceux  qui  sont  définis 
par  une  équation  dont  le  groupe  est  abéllen,  c'est-à-dire  dont  le 
groupe  a  ses  substitutions  échangeables,  et  l'on  établit  que  tout 
groupe  de  cette  nature  est  résoluble^  c'est-à-dire  est  un  produit  de 
groupes  cycliques. 

Nous  avons  sans  doute  laissé  dans  l'ombre  une  foule  de  questions 
intéressantes  ;  nous  espérons  néanmoins  que  ce  que  nous  avons  fait 
suffira  pour  inspirer  au  lecteur  le  désir  d'une  étude  plus  approfondie 
et  nous  le  renverrons  en  particulier  pour  cela  aux  divers  ouvrages 
que  nous  avons  consultés  et  dont  nous  donnons  ici  la  liste  : 
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NOTE     I 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  FERMAT 


Comme  nous  l'avons  remarqué  (§  5),  le  théorème  de  Fermât  nous 
fournit  un  exemple  d'une  congruence  suivant  un  module  premier  p 
qui,  sans  être  identique,  est  vérifiée  pour  toute  valeur  entière  de  la 
variable.  En  d'autres  termes,  le  polynôme  x^  —  x  est  divisible  par 
le  nombre  premier  p,  quel  que  soit  l'entier  x,  sans  que  les  coefficients 
de  ce  polynôme  soient  divisibles  par  p.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  les 
polynômes  divisibles  (*)  par  x^'  —  x  jouissent  de  cette  même  pro- 
priété, à  l'exclusion  de  tous  les  autres.  Le  théorème  de  Fermât 
apparaît  ainsi,  comme  un  exemple  unique  de  ce  qu'on  peut  appeler 
la  divisibilité  d'un  polynôme  par  un  nombre  premier,  le  sens  de  cette 
expression  étant  sufïisamment  clair  d'après  ce  qui  précède. 

Pour  trouver  dans  cet  ordre  d'idées  une  généralisation  du  théorème 
de  Fermât,  on  doit  rechercher  s'il  existe  de  même  des  polynômes  di- 
visibles par  un  nombre  composé  quelconque  m;  ou,  si  l'on  veut,  des 
congruences  dont  le  premier  membre  n'est  pas  identiquement  nul 
(mod.  m)  et  qui  sont  cependant  vérifiées  pour  toute  valeur  entière  de 
la  variable. 

Nous  pouvons  évidemment  nous  borner  au  cas  où  m  est  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier,  car  pour  qu'un  polynôme  soit  divisible 
par  m  =  p^qh'^,  il  faut  et  il  suffît  qu'il  soit  divisible  séparément 
par  p%  ç%  r"^.  En  désignant  par  P(.x'),  Q(x),  R(x)  les  expressions  les 
plus  générales  des  polynômes  respectivement  divisibles  par  p^,  ^^ 
r"^,  l'expression  générale  des  polynômes  divisibles  par  m   sera  visi- 

(*)  Bien  entendu,  il  s'agit  de  la  divisibilité  suivant  le  module  j). 
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blement 

[?{x)  4-  p^f{x)][Q{x)  -h  q'rj{x)][R{x)  +  r^/i(a?)], 

f(x),  g{x),  h{x)  désignant  des  polynômes  quelconques. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  rechercher  les  polynômes  divisibles 
par  //*,  p  étant  un  nombre  premier.  Il  est  clair  qu'il  en  est  ainsi  des 
a  polynômes 

o,{x)  =  p--\xr  —xf,  [k  =  1,  2,  3,  . .    ,  a), 

et  par  suite  en  désignant  par  /"/.(.t)  des  polynômes  arbitraires,  du 
polynôme 

a 

2  fu[x)ou{x). 

1 

Nous  allons  montrer,  en  supposant  a  inférieur  à  jJ  +  i,  que  le 
polynôme  ainsi  obtenu  (et  ceux  qui  lui  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule p"")  est  le  plus  général  des  polynômes  divisibles  par  p"".  Sup- 
posons cette  proposition  vraie  jusqu'à  une  certaine  valeur  de  a; 
nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  pour  la  valeur  a  +  1.  Soit,  en 
effet,     a-Hl     étant  au  plus  égal  à  p, 

o[x)  =  0,  (mod.  p*+i) 

une  congruence  vérifiée   quel  que  soit  x  ;    on  a  aussi,  quel   que 

soit  X,  ,       ,       . 

o(:r)  =  0,  (mod. /9*) 

et  par  suite 

a 

1 
Soit  Xq  une  valeur  quelconque  de  a:  ;  on  a 

Ç(,  étant  un  entier  déterminé  ;  on  en  conclut  aisément 

{x,  -h  piy  -  (x,  -i-jù)  =  p{^.,  -  X)         (mod.  p'). 
Un  calcul  facile  donne  ensuite 

cp,(a;,H-pX)  =  pX^,  -  If  Unod.  p^-^^). 

On  a  donc 

o(x.  +  pi)  s}A^  AK  +pm„  -  yf        (mod.  p'+'). 
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Or  f„{x,~^pl)~fh{x,)  (mod.  p). 

Donc 


0 

Donnons  à  x^  imo  valeur  fixe  et  faisons  varier  X  ;  on  verra  que  le 
polynôme  en     k^  —  l  =  Xj 


2  A(^.)>-f 

0 

est  divisible  par  le  nombre  premier  p  ;   on  a  donc,  puisque   a   est 

inférieur  h  p, 

filx;)  =  0  (mod.  p). 

Comme  x^  est  arbitraire,  il  en  résulte 

f,Jx)  =  {x^'  —  x)gk{x),  (mod.  p), 

A;  =  (0,1,2,  ...,a), 

d'où  l'on  conclut  aisément  la  proposition  énoncée. 

Si  a  dépassait  jj,  il  faudrait  ajouter  aux  a  polynômes  o^(a?),  les 
a — p    polynômes 

^,{x)  =  [(xj—xy-iiP~\x,-x)lx,  —  xf-Y~"~\ 
{k=  1,2,3,  ...,a-;j), 

car  Texpression  entre  crochets  est  manifestement  divisible  par 
p''"^\  quel  que  soit  x,  comme  on  le  voit  en  posant  x^'  —  x  —.  p^. 
On  démontrerait,  en  suivant  une  marche  tout  à  fait  analogue,  que 
si  a  est  inférieur  à  2;j  -h  2,  le  polynôme  le  plus  général  divisible 
par  p''  est  congru  à 

a  X—}) 

^  o,,{x)fk(x)  +2  'hh{x)g;,{x), 
1  1 

les  f  et  les  g  étant  des  polynômes  arbitraires. 

On  aperçoit  aisément  comment  on  continuerait  et  on  voit  que  le 
théorème  de  Fermât  suffira  toujours  pour  résoudre  ces  questions  de 
divisibilité  ;  il  yi'tj  a  pas  lieu  d'en  chercher  de  généralisation  à  ce  point 
de  vue,  à  moins  de  considérer  comme  une  généralisation  le  fait  que 

l'expression 

o{x]  =  {xi'  —  xy—pi^^{xi'  —  x), 
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est  divisible  par    p^'^^  ;     ou  de  même  que 

est  divisible  par    pJ>^+i>-^\     etc. 

En  se  servant  seulement  de  ces  diverses  propositions  et  des  théo- 
rèmes élémentaires  suivants  : 

1°    Si  un   nombre    a    divise   deux  nombres    a    et    h,   il   divise 
Xa  -h  [j-b  ; 

S*»  Si  les  nombres    a  et   ^    divisent  respectivement    a  et  ^,     ap 
divise  ab  ; 

3°  Un  nombre  divisible  par  deux  autres  premiers  entre  eux  est 
divisible  par  leur  produit, 

on  peut  toujours  arriver  à  reconnaître  si  un  polynôme  donné  est 
divisible  par  un  nombre  quelconque,  et  inversement,  trouver  tous 
les  polynômes  divisibles  par  un  nombre  donné. 


NOTE    II 


SUR  LES  IMAGINAIRES  DE  GALOIS 


1.  Nous  avons  Tintention  d'esquisser  rapidement  ici  les  principes 
de  la  théorie  des  imaginaires  de  Galois,  en  nous  plaçant  au  point  de 
vue  qui  nous  semble  avoir  été  adopté  par  ce  grand  géomètre. 

Il  est  essentiel  dans  ce  but  de  préciser  les  propriétés  caractéristi- 
ques des  entiers  positifs  lorsqu'on  les  envisage  (mod.  p),  p  étant 
un  nombre  premier,  c'est-à-dire  lorsqu'on  néglige  dans  leur  calcul 
les  multiples  de  p  ;  c'est  là  ce  qu'il  est  facile  de  faire.  Nous  savons 
en  effet,  qu'à  ce  point  de  vue  : 

Il  existe  p  nombres  distincts    0,  1 ,  â,  ...,/>  —  1  ; 

Un  mode  de  composition  de  ces  nombres,  appelé  addition,  permet 
de  passer  de  deux  d'entre  eux  à  un  troisième  bien  déterminé,  appelé 
leur  somme,  et  cette  composition  possède  les  propriétés  suivantes  : 
l^Elle  est  associative,  c'est-à-dire  que  si  le  signe  {a  -h  b)  représente 
la  somme  des  nombres  a  et  b,  l'on  a,  quels  que  soient  les  nombres 

«,  6,  c, 

(a-h(6-l-c))  =  {{a-\-b)-^c); 

2°  Elle  est  commutative,  c'est-à-dire  que  l'on  a,  quels  que  soient  les 

nombres  a  et  6, 

[a-^b)  =  {b-\-a)] 

3°  Si  l'on  compose  un  nombre  a  avec  des  nombres  6  et  c  différant 

entre  eux,  on  obtient  des  résultats  différant  entre  eux  ;  on  peut  donc 

conclure  des  égalités 

a-{-  b  =  d, 

a  -\-c  —  d 

l'égalité  b  =  c. 

Les   propriétés  qui   précèdent   sont  caractéristiques,   c'est-à-dire 

définissent  complètement  les  entiers  positifs  (mod.  p)  ;  nous  allons 
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en  effet  établir  que  p  symboles  auxquels  on  attribue  ces  propriétés 
et  celles-là  seulement  posséderont  toutes  les  propriétés  des  entiers 
positifs  (mod.  p). 

Soient  a,  b,  . . .,  /  ces  j)  symboles  ;  la  suite  :  «  -t-7,  ^-Hi,  ••-, 
/-f-y,  où  j  désigne  également  un  de  ces  symboles  renfermera 
tous  les  éléments  de  la  suite  a,  6,  ...,  /,  puisqu'elle  renferme  p 
éléments  distincts  d'après  la  troisième  propriété  de  Taddition.  Il 
existe  donc  dans  cette  suite  un  élément,  c  -^j  par  exemple,  qui 
est  identique  à  7,  et  Ton  conclut  de  là  : 

({c  +i)  +  k)  =  (c  +  U  +  k))  =  (i  +  k), 

quel  que  soit  le  symbole  k,  c'est-à-dire  (c-h  h)  =  h  quel  que  soit 
h.  Le  symbole  c  est  donc  sans  effet  dans  Taddition  à  gauche. 

On  montre  de  même  qu'il  existe  un  symbole  c'  qui  est  sans  effet 
dans  l'addition  à  droite,  c'est-à-dire  tel  que  l'on  ait  {h  ~\-  c')  =  h 
quel  que  soit  le  symbole  h.  Les  deux  relations 

[c  -f-  c')  =  c,  (c  4-  c')  —  c' 

établissent  alors  que  c  est  identique  à  c'.  On  parvient  d'ailleurs  à 
cette  même  conclusion  en  invoquant  la  propriété  commutative  de 
l'addition  : 

(c-hh)  =  {h-hc)  =  h, 

et  ensuite  la  troisième  propriété  de  l'addition  pour  établir  qu'il 
n'existe  qu'un  symbole  c  tel  que  l'on  ait    (h  -{-  c)  ^  h. 

Nous  désignerons  par  A,,  le  symbole  c  auquel  nous  sommes 
ainsi  parvenus. 

Considérons  maintenant  un  symbole  quelconque  a  différent  de  c 
et  la  suite 

(1)  a,  (a-t-a),  ((a -h  a) -f-a),  ,'...; 

les  éléments  de  cette  suite  sont  des  symboles  de  la  suite  a,  b,  . . . ,  / 
et  par  conséquent  le  nombre  des  symboles  distincts  qui  sont  ainsi 
obtenus  est  limité.  Soit  7  +  1  le  rang  du  premier  élément  qui 
reproduit  l'un  des  précédents  ;  l'élément  reproduit  est  visiblement  a 
et  la  suite  (1)  est  périodique,  ses  termes  se  reproduisant  de  q  en  q. 
Nous  allons  montrer  que  q  est  nécessairement  diviseur  du  nombre 
p  des  symboles  distincts,  ce  qui  exigera  p  =  q,  puisque  p  est 
premier  et  que  l'élément  (a  -h  a)  est  différent  de  a  qui  est  égal  à 
(a  4-  c). 
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Si  Ton  n'a  pas  en  effet  dans  la  suite  (1)  les  p  symboles  donnés 
et  si  b  désigne  un  symbole  non  obtenu,  les  symboles  {a -{-h), 
((a-j-r/)  +  ô),  i{(a-^-a)-}-a)-^b\  ...,  qui  font  partie  des 
a,  b,  ...,/,  sont  tous  différents  et  sont  aussi  différents  des  précé- 
dents ;  on  déduirait  par  exemple  de 

[a-\-b)  =  [a-\-a)-\-a 

l'égalité  [a -\- b)  =  a -\- [a -\- a) ,  c'est-à-dire  b  =  {a-{-a).  On 
obtient  donc  ainsi  '^q  symboles  de  la  suite  a,  b,  ...,/.  Un  raison- 
nement analogue  montrerait,  si  Ton  n'a  pas  épuisé  ainsi  cette  suite, 
que  d  désignant  un  nouveau  symbole,  les  symboles 

[a-i-d),  ((rt-+-a)  +  û?),  (((a  +  a)  +  a)  + A 

sont  encore  différents  et  diffèrent  de  ceux  déjà  obtenus,  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  clair  qu'on  épuise  de  cette  manière  tous  les  symboles 
a,  ^,  . .    ,  /  c'est-à-dire  que  p  est  multiple  de  q. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  où  p  est  premier,  on  aura  donc 
p  =  q. 

11  résulte  de  là  que  si  l'on  pose 

Al  =  a,  A2  =  (rt4-a),  A3  =  ((a-h  a)-h  rt),  ..., 

les  symboles  Aq,  Ai,  Ao,  .  .  . ,  A^,_,  se  composeront  entre  eux  de  la 
même  manière  que  leurs  indices  et  par  conséquent  qu'à  toutes  les 
propriétés  des  entiers  0,  1,  2,  . . .,  p  —  i  correspondront  les  pro- 
priétés analogues  pour  les  A  dont  les  indices  sont  ces  mêmes  en- 
tiers. Nous  n'entendons  pas  autre  chose  en  disant  que  les  A  sont  ces 
entiers  eux-mêmes^  regardant  ainsi  les  entiers  comme  des  signes  ou 
symboles  dont  nous  ne  connaissons  que  les  propriétés  signalées 
plus  haut. 

Lorsque  pour  des  éléments  en  nombre  limité.  Ton  peut  délinir  un 
mode  de  composition  qui  possède  les  propriétés  suivantes  : 

1°  De  deux  éléments  quelconques  on  passe  par  la  composition 
considérée  à  un  troisième  élément  bien  déterminé  ; 

2"  La  composition  est  associative  ; 

3''  Un  même  élément  composé  avec  des  éléments  différant  entre 
eux  donne  des  éléments  différant  entre  eux, 

on  dit  que  les  éléments  composés  par  ce  mode  de  composition  forment 
un  groupe  limité. 
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Lorsqu'en  outre  la  composition  est  commuiative,  le  groupe  est  dit 
abélien. 

Nous  venons  donc  d'établir  que  les  entiers  0,  1,  2,  ...,p_  i 
forment  par  addition  un  groupe  abélien.  Si  Ton  pose  maintenant, 
a  étant  l'un  de  ces  entiers  : 

a  =  i.a,  (a-f-a)  =  2.a,  (a  +  a)  +  o  =  3.  a, 

on  définit  ainsi  un  certain  mode  de  composition  des  entiers  1  et  o, 
2  et  a,  3  et  a,  etc.,  qu'on  appelle  multiplication  et  les  propriétés  de 
l'addition  permettent  d'établir  les  propriétés  de  ce  nouveau  mode 
qu'on  peut  résumer  en  disant  : 

Les  entiers  1,2,  ...,;j  — 1  forment  par  multiplication  un 
groupe  abélien  ; 

L'entier  0  joue  un  rùle  singulier  et  se  reproduit  dans  la  multipli- 
cation par  un  entier  quelconque  de  la  suite  0,  1,  2,  ...,  p  — 1. 
Enfin  la  multiplication  est  distributive  par  rapport  à  l'addition,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a    a.{b  -^  c)  =  a.b-\-a.c. 

Les  relations  qui  donnent,  lorsqu'on  connaît  deux  éléments  d'un 
groupe,  le  résultat  de  leur  composition,  s'appellent  relations  fonda- 
mentales du  groupe  ;  il  est  clair  que  les  propriétés  des  entiers  posi- 
tifs (mod.  p)  peuvent  toutes  se  déduire  de  la  connaissance  de  ces 
relations  fondamentales  pour  l'addition  :  l'existence  de  la  multipli- 
cation et  ses  propriétés  en  sont  par  exemple  des  conséquences. 

Ainsi  pour  définir  le  calcul  des  entiers  (mod.  5)  il  suffit  de  donner 
la  première  des  deux  tables  de  composition  suivantes  : 


0 

1 

2 

3 

4 

0 

1 

0 
1 

1 

2 

2 
3 

3 

4 

4 
0 
1 

- 

2 

2 

3 

4 

0 

3 

3 

4 

0 

1 

2 

4 

4 

0 

1 

2 

3 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

i 

2 

à 

4 

2 

0 

2 

4 

1 

3 

3 

0 

3 

i 

4 

2 

4 

0 

4 

3 

2 

i 

Ces  tables  peuvent  être  appelées  tables  de  structure  des  groupes 
formés  par  nos  symboles  pour  les  deux  modes  do  composition  : 
addition  et  multiplication. 
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2.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  montrer  comment  peut 
se  faire  l'introduction  dans  le  calcul  des  imaginaires  congrucntielles 
de  Galois. 

Soit  f{x)^0  (mod.  79)  une  congruence  irréductible  de  degré  n; 
nous  savons  qu'il  n'existe  aucun  élément  de  la  suite  0,  1,  2,  . . ., 
p  —  1  qui  vérifie  cette  congruencc.  En  d'autres  termes,  lorsqu'on 
astreint  x  à  figurer  parmi  les  symboles  0,  1,  2,  ...,  p  —  1,  la 
congruence  f{x)  ^  0  (mod.  p)  n'a  aucune  racine.  Il  est  naturel 
de  penser  qu'en  restreignant  convenablement  le  nombre  des  condi- 
tions imposées  au  symbole  a?,  il  pourra  exister  dans  l'ensemble  des 
symboles  satisfaisant  à  ces  conditions  des  racines  de  cette  con- 
gruence. Les  conditions  à  imposer  au  symbole  x  peuvent  d'ailleurs 
être  quelconques,  pourvu  que  le  polynôme  f{x)  soit  par  là  entière- 
ment défini  lorsqu'on  donne  x  puisque  le  second  membre  0  est  un 
symbole  bien  déterminé.  Parmi  les  divers  systèmes  de  conditions 
que  l'on  peut  adopter,  Galois  a  choisi  l'un  des  plus  simples  qui 
consiste  à  supposer  que  le  symbole  x  se  compose  avec  lui-même  et 
avec  les  entiers  0,  1,2,  ...,p — 1  suivant  deux  modes  différents 
qui  jjossèdent  les  propriétés  respectives  de  l'addition  et  de  la  multipli- 
cation de  ces  entiers. 

Il  résulte  de  là  que  si  x  vérifie  la  congruence  f{x)  ^  0  (mod.  p), 
les  fonctions  entières  de  x,  fonctions  qui  sont  définies  d'une  manière 
précise  par  les  hypothèses,  sont  toutes  représentées  et  une  fois 

seulement  dans  la  suite  des  polynômes     «0  +  aiX -\ -+-a„_iï"~*, 

où  les  a  sont  des  éléments  quelconques  de  la  suite  0,  i,  2,  ..., 
p  —  1.  On  montre  alors  qu'il  est  possible  de  définir  pour  ces  élé- 
ments parmi  lesquels  figurent  les  entiers  0,  i ,  2,  . . . ,  p  —  1,  deux 
modes  de  composition  qui  possèdent  les  propriétés  respectives  de 
l'addition  et  de  la  multiplication  des  entiers,  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  construire  les  tables  de  structure  des  groupes  abéliens  corres- 
pondants. 

Considérons  par  exemple  la  congruence  irréductible  a?^  -f-  1  ^  0 
(mod.  3)  et  désignons  par  i  un  symbole  assujetti  à  posséder  les 
modes  de  composition  indiqués  et  à  vérifier  cette  congruence  : 
i2-i-l=0     (mod.  3). 

Les  seules  fonctions  qui  peuvent  résulter  de  la  composition  de  i 
avec  lui-même  et  avec  les  entiers  par  les  deux  modes  supposés  sont 
les  fonctions  entières  de  i  à  coefficients  entiers  ;  chacune  d'elles  est 
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d'ailleurs  identique  à  un  polynôme  du  premier  degré  de  la  forme 
al  -\-b,  oh  a  et  h  sont  pris  dans  les  entiers  0,  1,2,  ainsi  qu'il  résulte 
de  la  relation  i^  -h  1  =  0  (mod.  3)  ;  il  suffit  donc  d'étudier  ces 
derniers  éléments. 

On  peut  d'ailleurs  établir  facilement  que  d\me  manière  générale 
si  X  est  un  symbole  qui  se  compose  avec  lui-même  et  avec  les  en- 
tiers suivant  deux  modes  qui  possèdent  les  propriété  respectives  de 
l'addition  et  de  la  multiplication,  les  polynômes  entiers  en  x  se 
composent  entre  eux  par  deux  modes  qui  possèdent  ces  mêmes 
propriétés.  Il  suffit  de  poser  ici 

{a~i-bx)-{-{a'-hb'x)  =  {a-ha') -+- {b -h  //  x, 
{a  4-  bx){a'  -h  b'x)  =  aa'  -+-  [ba'  -f-  ab')x-h  bb'x' 
pour  le  vérifier  immédiatement. 

Si  l'on  a  égard  à  l'hypothèse  faite  sur  le  symbole  i  :  i^  4-  1  =  0 
(mod.  3),  on  en  conclut  que  les  deux  tables  d'addition  et  de  multi- 
plication des  symboles  ai-^b  peuvent  être  construites  sans  qu'il 
se  présente  de  contradiction.  Si  nous  posons,  par  exemple, 

ai-j-b  =  A'^a-^i, 
ces  tables  de  structure  sont  les  suivantes  : 

Addition  : 


A. 

A, 

A, 

A, 

K 

A3 

A. 

A: 

A, 

A„ 

A» 

A, 

A2 

A3 

K 

A, 

Ae 

A, 

A. 

A, 

A, 

A, 

A» 

A. 

A5 

A3 

A, 

A, 

A, 

A, 

A, 

A„ 

A, 

A3 

A3 

A4 

A. 

Ae 

A, 

A, 

A, 

A, 

A, 

A. 

A, 

A, 

A. 

A, 

A, 

• 

A. 

A. 

A, 

A, 

A, 

A, 

A, 

^A, 

A3 

A» 

K 

A, 

A3 

A» 

A, 

A. 

A, 

A, 

A. 

A, 

K 

Ae 

A, 

A, 

A. 

A, 

A3 

A3 

K 

A3 

A, 

A, 

A, 

Ae 

A, 

A. 

A. 

A. 

A3 

A, 

A. 

A. 

Ae 

A, 

A. 

Ao 

A, 

A3 

A3 

K 

SUR    LES    IMAGINAIRES    DE    GALOIS 

Multiplication  : 
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A„ 

A, 

A, 

A, 

A. 

K 

Ae 

A, 

Ae 

A„ 

A„ 

A„ 

A„ 

A„ 

A„ 

A. 

A. 

A. 

A. 

A, 

A„ 

A, 

A. 

A, 

K 

A, 

Ae 

A, 

As 

A, 

A» 

A, 

A, 

Ae 

K 

A, 

A, 

A» 

A, 

A, 

A. 

A3 

A. 

A, 

K 

A. 

A, 

A, 

A, 

A. 

A. 

A. 

A, 

As 

K 

A. 

A, 

A, 

A3 

A» 

Ao 

As 

A, 

A. 

A. 

A, 

K 

Ae 

A, 

A. 

Ao 

Ae 

A3 

A, 

A, 

A, 

A, 

A, 

Ae 

A, 

Ao 

A, 

Ab 

A» 

A, 

Ae 

A. 

As 

A, 

A, 

A. 

A, 

A4 

A, 

Aa 

A, 

Ae 

A, 

Ae 

La  construction  de  ces  tables  qui  suffisent  à  définir  les  éléments 
ai-^h^  au  même  titre  qne  la  table  d'addition  définit  les  entiers, 
montre  d'une  manière  évidente  qu'il  existe  effectivement  un  sym- 
bole i  possédant  toutes  les  propriétés  requises  et  qui  vérifie  la 
congruence     z^  +  1  ^  0    (mod.  3). 

Ajoutons  qu'en  rangeant  les  symboles  dans  un  autre  ordre  on 
peut  donner  à  la  table  de  multiplication  la  forme  suivante  : 


Ao 

A, 

A,-, 

A;. 

A. 

A, 

A, 

Ae 

A. 

K 

Ao 

Ao 

A„ 

A„ 

A„ 

A„ 

A„ 

A. 

A„ 

A. 

Ao 

A, 

Ae 

A3 

A, 

A. 

A, 

Ae 

A. 

A, 

Ao 

Ae 

A3 

A» 

A, 

A, 

Ae 

K 

A, 

A3 

Ao 

A3 

A3 

A. 

A, 

Ae 

A. 

A, 

Ae 

K 

Ao 

As 

A, 

A, 

Ae 

A. 

A, 

Ae 

A3 

Ag 

Ao 

As 

A, 

Ae 

A. 

A, 

Ae 

A3 

A. 

A, 

Ao 

A7 

Ae 

A. 

A, 

Ae 

A3 

A, 

A, 

Aç 

Ao 

Ae 

A. 

A, 

Ae 

A3 

A, 

A, 

A, 

A^ 

Ao 

A4 

A, 

Ae 

A3 

A, 

A, 

A, 

Ae 
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On  en  verrait  facilement  la  raison. 

La  possibilité  de  définir  logiquement  les  imaginaires  de  Galois 
étant  ainsi  établie,  il  serait  facile  de  développer  leur  étude  en  mettant 
en  évidence  les  analogies  qu'elle  présente  d'une  part  avec  l'étude 
des  entiers  (mod.  p)  et  d'autre  part  avec  la  théorie  des  entiers  algé- 
briques dans  un  domaine  [\].  Notre  dessein  n'étant  pas  de  reprendre 
à  ce  nouveau  point  de  vue  des  résultats  déjà  connus,  nous  renver- 
rons le  lecteur  à  ce  qui  a  été  dit  sur  cet  objet  dans  la  Théorie  des 
nombres. 
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